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۰ 8% 


تقويم 


كتاب مدخل إلى بحوث العمليات 
حيث أن الكتاب مم يكتف بالشرح والعرضء بل قدم أمثلة تطبيقية وتمارين عملية في إطار فلسفي 
واضع وفكر علمي» ومنهج موضوعي. 
وقد استطاع المؤلفان أن يقدما في هذا الكتاب مواضيع متناسقة مترابطة وعليه فإن هذا الكتاب 
هو إثراء للمكتبة العربيةء ويفيد الطلبة والباحثين وهي غاية أصيلة. 


و الله الموفق الهادي إلى سواء السبيل 


أ.د عبدالمجيد حمزة الناصر 
رئيس جهاز الإشراف والتقويم العلمي 
وزارة التعليم العالي والبحث العلمي 
عميد كلية الإدارة والاقتصاد/جامعة بغداد (سابقا) 
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إن ما دفعنا لكتابة هذا المؤلف هو إحساسنا المتزايد بأن طالبنا العزيز يحتاج إلى هذه النوعية 
من التأليف في هذا المجال من خلال خبرتنا وممارستنا العميقة لتدريس هذا ال موضوع ممدة طويلة في 
الجامعات العراقية (بغداد.المستنصرية»كلية ال منصور.كلية الرافدين) فلقد كانت مبعث أحساس دقيق 
بلا يحتاجه الطالب وخاصة في الدراسة الإحصائية والإدارية والاقتصادية لهذا الموضوع . لقد سبقنا في 
الكتابة في هذا المجال كثيرين وخاصة في موضوع بحوث العمليات ولكن مؤلفنا الجديد يختلف كليا 
فهو عبارة عن محاضرات عبر هذه السنين الطويلة في كل عام يحذف منها ما يشوب تفكير الطلبة 
ويوسع ما يضيف إلى مداركهم معلومات هم بحاجة إليها للاستخدام في مثل هذه ا موضوعات هذا من 
جهة ومن جهة أخرى فأن النمو الصناعي والاقتصادي والتكنولوجي اخذ يتزايد بسرعة يصعب اللحاق 
به ما م تتحقق نظرة علمية مصحوبة بمنهجية صحيحة حديثة في اتخاذ القرارات الكمية المركبة التي 
تحقق وتعجل في تحقيق الأهداف المتوخاة في البناء الصناعي. ورلا كانت الأجيال من الطلبة ترغب 
وتنشد النهوض والتعجيل في تحقيق النمو فأن ذلك يتطلب اطلاعها وزيادة معرفتها بالأساليب والطرق 
العلمية الحديثة المساعدة على تحقيق ذلك , وهذا هو الدافع الحقيقي وراء تأليف هذا الكتاب على 
اعتبار أن النمو الناجح في تحقيق الأهداف المتوخاة منه تعتمد كثيرا على الإدارة المنهجية الكمية 
الصحيحة التى تعد بدورها ولادة منهجية حديثة ملائمة بكيفية مواجهة واتخاذ القرارات المرتبطة 
بتحقيق الأهداف الاقتصادية والصناعية والإدارية . 
لقد رأينا أن نكتب في هذا المجال لنغطي ناحيتين » الناحية النظرية والتي تتدرج في العمق 
لتلائم مستويات مختلفة من الطلبة »> وقي نفس الوقت الناحية التطبيقية والتي تتعدد مجالاتها بحيث 
تغطي اهتمامات مجموعة كبيرة من المتخصصين. في الناحية النظرية يتدرج الكتاب في عرض 
الموضوعات من اللبادئ الرئيسية حتى يصل بالطالب ( القارئ) إلى احدث الاتجاهات في الدوريات 
العامية 
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بحيث يتلائم مع القارئ العادي ورجل الصناعة والأعمال والباحث في هذا المجال . ومن ناحية التطبيق 
يتعرض لنواحى عديدة من التطبيقات الهندسية والصناعية والإدارية والاقتصادية . 

وختاما فأن واجب العرفان والجميل يقتضي التقدم بالتقدير إلى الأستاذ الدكتور عبد المجيد 
حمزة الناصر ملا بذله من جهود علمية قيمة في تقويم الكتاب وإلى الدكتور مؤيد الفضل/جامعة 
الإسراء الخاصة في الأردن با بذله من جهود في عملية التدقيق العلمي والطبع وإلى الأختين هدى عبد 
القادر ونضال علي حسن والى كل من مد يد العون لإصدار هذا الكتاب بشكله الحالي . 

وآخيرا وليس آغرا تال .الله تعالى أن يسدد خطانا وخطى العاملين في خدمة العلم 
والصناعة وباقي القطاعات ها يعود على أجيالنا بالخير والبركة والتقدم والرفاهية . 


والله ولي التوفيق 


امؤلفان 
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الفصل الأول 


Linear Programming 


المدخل/ نشأة بحوث العمليات 
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طرائق حل البرمجة الخطية 

طريقة السمبلكس ذات ال مرحلتين 
نظرية المقابل 
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تحليل الحساسية 

طريقة السمبلكس ال معدلة 

طريقة السمبلكس بوساطة التجزئة 
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Linear Programming 


Linear Programming‏ 6001006601010006660100000000010101إ11111111111110111101011101110101101010161010660101006006ذ البرمجة الخطية 


البرمجة الخطية 


1-1: المدخل/ نشأة بحوث العمليات 
كان القدر حتميا إن يجعل من نشوب الحرب العامية الثانية هو مدخل إجباري لتطوير 
مفاهيم وأساليب بحوت ث العملياتء هذا العلم الذي كانت ساحات القتال (ساحات العمليات) هي 
فقيذات خصبه لتطويره وحل معظم ألغازه على أيدي العلماء الانجليز . ولا يفوتنا إن نذكر إن أول ما 
نشبت الحرب العالمية الثانية وحققت القوه الجوية الألمانية انتصارات كبيرة على المقاومات الأرضية 
لا دعت إنكلترا جميع العلماء وبكافة اختصاصاتهم ولكافة العلوم وبأشراف القوه الجوية 
البريطانية وحاولت إن ترسم الخطوط الأولى لهذا العلم و تطويره و بواسطته وأتباع نتائجه حاولت 
إن تنتزع النصر و تدمر القوه الجوية الأمانية و بالتالي تدحر الجيوش الأطانية وهذا ما شهده وأقره 
التاريخ. 

3 إن انتهت الحرب العاممية الثانية حتى تم استثمار ما توصل إليه العلم العسكري من نتائج 
باهرة إلى ف كافة القطاعات امدنية (الصناعي» الزراعي »التجاريء الخدمي) بعد ان تم تطوير وتحوير 
أساليب بحوث العمليات ما يتلائم وطبيعة القطاع وهذا هو السبب الرئيسي- ف تقدم وازدهار 
بريطانيا اقتصاديا وصناعيا وف كافة القطاعات الأخرى. 

يرجع البعض اكتشاف أساليب بحوث العمليات إلى ما بعد الثورة الصناعية إذ كانت الحاجة 
قائمه إلى تطوير أساليب العمل والإنتاج» وكما يرى بعض المهتمين إلى إن اكتشاف أساليب بحوث 
العمليات يرجع إلى جهود عام البداله الإنجليزي (#هدارة) سنة ۹٠۸‏ عندما ساهم في اكتشاف 
وتطوير نظرية الطوابير. بينما يعزى البعض الآخر إلى إن اكتشاف بحوث العمليات كان ولادة حيه 
لمخاض الحرب العاممية الثانية ومن أهم النتائج هو تطوير أنموذج رياضي أطلق عليه أنموذج البرمجة 
الخطية. 
تطور أموذج البرمجة الخطية (.1..5) بدءا منذ منتصف القرن العشرين وبالتحديد منذ عام 
٠‏ عندما أصبحت من أهم الأساليب التي تلجأ إليها الشركات في سبيل تعظيم أرباحها أو تقليل 
كلف الإنتاج» وهي على العموم تستخدم لتخصيص الوارد. العملء اممواد الأوليةء المكائن ورأس امال 
وبأفضل تخصيص أي إن أنموذج البرمجة 


17 


البرمجة الخطية ae‏ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ز يز 2 ز2ز2 2 ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ‏ زا 


الخطية يتعامل مع مشكلة الموارد المحدودة في ما بين ألفعاليات المتنافسة وبأفضل طريقه 
ممكنه. هنالك العديد من الأسباب التي أدت إلى استخدام البرمجة الخطية(.1.۴) في المسائل 
الاقتصادية» الإدارية» الزراعية والصناعية ومن هذه الأسباب: 
-١‏ الأنواع الكثيرة من المسائل في الحقول ال مختلفة ممكن التعبير عنها أو على الأقل تقريبها كنماذج 
خطيه. 
-'٠‏ توافر الأساليب الكفوءه لحل مسائل البرمجة الخطية. 
۳- التغير في البيانات موضوع البحث ممكن إن يعالج في نماذج البرمجة الخطية (.1.2) باستخدام 
(تحليل الحساسية). 
-٤‏ توافر العديد من البرامج الجاهزة لحل مسائل البرمجة الخطية (.2.آ). 
تستخدم البرمجة الخطية (.1.:2) نماذج رياضية لتصف المشكلة ذات العلاقة والصفة (خطيه) 
تعني إن جميع الدوال الرياضية في هذا الأنموذج يتطلب إن تكون دوالا خطيه. 
2-1: تكوين أنموذج البرمجة الخطية 
Formulation of Linear Programming Model‏ 
لتكوين أنموذج البرمجة الخطية (.1..2آ) يتم إتباع الآن: 
.١‏ تحديد متغيرات القرار (القرارات المتغيرة ( وغالبا ما تكون هو الثيء المطلوب تحديده ف 
ا مشكلة قيد البحث ويعبر عنها برموز جبرية. 
". تحدید قيود المشكلة وغالبا ما تكون الموارد المتاحة في المشكلة قيد البحث والتي يعبر عنها 
ممتباينات أو متساويات وجميعها تكون خطيه. 
۳. تحديد داله الهدفء المعادلة التي تقيس لنا الربح (تعظيم) أو الكلفة ( تقليل). وكل المتغيرات في 
القيود يجب إن تمثل في داله الهدف وكل متغير له معامله. 
والأمثلة الآتية توضح الخطوات في أعلاه: 
مثال :)١-١(‏ معمل للجلود يقوم بإنتاج نوعين من الحقائب الجلدية هما ى و8 إنتاج حقيبة واحدة 
من نوع ۸ يحتاج إلى 2 متر من الجلود و3 ساعات عمل أسبوعية بينما إنتاج حقيبة واحده من النوع 
B‏ يحتاج إلى متر واحد من الجلود وساعتي عمل أسبوعية, ربح الحقيبة الواحدة من نوع A‏ هو 300 
دينار وربح الحقيبة الواحدة من 
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نوع 8 هو 200 دينار مع العلم إن كميه الجلود الأسبوعية المتوفرة هي 100 متر مع ساعات عمل 
أسبوعية مقدارها 120 ساعة. 

كون أنموذج برمجة خطية (.1.2) لإيجاد عدد الحقائب المنتجة أسبوعيا" من النوعين ۸ و 8 
لتعظيم الربح الأسبوعي للمعمل ؟ 
الحل: 

يجب إنتاج نوعين من الحقائب هما ۸ و 8بحيث نحصل على أقصى ربح ممكنءالخطوة الأولى 
تتمثل بتحديد متغيرات القرار والتي تمثل عدد الحقائب اممنتجة من النوعين وكالاتي: 

1 عدد الحقائب المتوقع إنتاجها من النوع .A‏ 

£ : عدد الحقائب المتوقع إنتاجها من النوع 8. 

بعد إن تم تحديد متغيرات القرار نحدد قيود المسألة, في هذه الحالة القيود محدده بالمتاح من 
اموارد (الجلود» ساعات العمل) فإنتاج حقيبة واحدة من النوع ۸ يتطلب 2 متر من الجلود 

وما إن 12 يمثل عدد الحقائب ال منتجة من ۸ لذلك فإن كميه الجلود ا مطلوبة لإنتاج الحقائب 
نوع 4 هي )ر وبصورة مشابهة بالنسبة إلى إنتاج الحقائب من نوع 8 حيث تتطلب ,)1 من 
الجلود وهكذا فإن مجموع كميه الجلود المطلوبة لإنتاج النوعين 4 و8 هي: 

22 
والذي يجب إن لا يتجاوز كميه الجلود المتاحة والتي هي 100 متر ولذلك فإن قيد الجلود يكون 
0 > ,۸+ 2۸ 

أما بالنسبة إلى الوقت فإن إنتاج حقيبة واحدة من النوع 4 يتطلب 3 ساعات عمل أسبوعية 
أي إن الوقت المتطلب لإنتاج الحقائب نوع 4 هو )و وكذلك فإن الوقت المتطلب لإنتاج الحقائب 
نوع 8 هو ,ر وعليه فإن الوقت المتطلب لإنتاج الحقائب من النوعين ۸ و8 هو: 
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31+ 2 

و الذي يجب إن لا يتجاوز ساعات العمل الأسبوعية المتمثلة ب 120 ساعة لذلك فإن قيد ساعات 

العمل يكون بالصورة الآتية: 
0 ك ,)2 +3 

إن إنتاج الحقائب لأي من النوعين يأخذ احتمالين أما إن تنتج أو لا تنتج في حلة كون الربح 
العائد من إنتاجها قليل مقارنة مع النوع الآخر وكذلك الموارد المتطلبة لنتاجها تكون أكثر من الموارد 
المتطلبة لإنتاج النوع الآخر وهذا يعني إن إنتاج نوع واحد من الحقائب يعود على المعمل بربح أكثر 
من إنتاج النوعين وعلى هذا الأساس فإن إنتاج أي نوع من الحقائب يجب إن يكون أكبر أو يساوي 
صفر وهذا ما يسمى بقيود عدم السالبية أي: 

X20 : 0 

الخطوة الأخيرة في تكوين الأنموذج تتمثل بتحديد الهدف الذي يسعى إليه متخذ القرار وهو في 
هذه المسألة هثل تعظيم الربح اليومي للمعمل الذي يتمثل بالربح الناتج من إنتاج الحقائب نوع ۸ 
وهو ,3001 زائدا الربح الناتج من إنتاج الحقائب نوع 8 وهو ,2007 ولذلك فإن الربح الإجمالي 
للإنتاج يساوي ,200 + ,300 ولنفترض إن ,2001+,3001 = 7 فإن 

الهدف هو تعظيم 7 لتكون أكبر ما يمكن لذلك فإن دالة الهدف (دمتاعصنة أءجناءءزطه) تكتب 

Max Z=300X, + 2001)‏ 
ولذلك فإن مسألة البرمجة الخطية(.1.5) النهائية تكون بالصورة الآتية: 
Max 2 2 - 3007+ 200X,‏ 
S.T‏ 
0 > ,+ ,2۸ 


3۸+2, > 0 


X> 0 586‏ 
وبصورة عامة فإن صيغة دالة الهدف تكون كاآلاق: 
cnn‏ 0 ,لے + Max or Min Z= o,‏ 
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: قيمه دالة الهدف 
ر» : ربح أو كلفة المتغير الأول (معامل المتغير الأول) 


ره : ربح أو كلفة المتغير الثاني (معامل المتغير الثاني) 


به: ربح أو كلفة المتغير )١(‏ (معامل المتغير ١‏ ) 

في هذه المثال تكون داله الهدف عبارة عن تعظيم أرباح المنتجيين من الحقائب ۸ و8. 
مثال (١-؟):‏ شركه مواد غذائية تقوم بإنتاج نوعين من امواد الغذائية ۸ و8 ويتطلب إنتاج النوعين 
ثلاثة أنواع من المواد الأولية 11٠١1‏ 111 إنتاج أي وحدة واحدة من الممواد الغذائية لأي من النوعين 
يتطلب كميه من المواد الأولية وكما مبين في الجدول :)١-١(‏ 


)١-١(لودجلا‎ 
4 8 
1 2 3 
II 1 2 
I1I 3 1 


إن مقدار ما متوفر من المواد الأولية نوع 1 هو 40 كغم يوميا ومقدار ما متوفر من المواد الأولية نوع 11 هو 
0 كغم يوميا ومقدار ما متوفر من المواد الأولية نوع 111 هو 30 كغم يوميا ماهو عدد الوحدات المنتجة 
اليومية من نوعي اواد الغذائية 4 و8 بحيث يؤدي إلى تعظيم معدل الربح اليومي للشركة علما إن ربح 
الوحدة الواحدة من النوع 4 هو ٠١‏ دينار وربح الوحدة الواحدة من النوع 8 هو 25 دينار. 


الحل: 


الخطوة الأولى لتكوين أأنموذج البرمجة الخطية (.1.2) هو تحديد متغيرات القرار (decision variable)‏ 
والتي تمثل عدد الوحدات امنتجة يوميا" من النوعين ۸ و8 وكالآق: 
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, : عدد الوحدات المتوقع إنتاجها من النوع ۸. 
,: عدد الوحدات المتوقع إنتاجها من النوع 8. 


الخطوة التالية هي تحديد قيود أنموذج البرمجة الخطية (.1.:5) والتي تمثل الأنواع الثلاثة للمواد 
الأولية حيث إن الوحدة الواحدة من النوع 4 تحتاج إلى 2 من ال مواد الأولية نوع 1 وعليه فإن 


الكمية المتطلبة من المواد الأولية 1 لإنتاج النوع ۸ هو ,2 وكذالك فإن الكمي المتطلبة من المواد 
الأولية 1 لإنتاج النوع 8 هي ,3 وكذلك فإن إجمالي الكميه المتطلبة من المواد الأولية 1 لإنتاج 
النوعين ۸ و8 هي: 

2۸, + 3۸, 


و التي يجب إن لا تتجاوز مقدار ما متوفر من المواد الأولية 1 والذي هثل 40 كغم لذلك فإن 
قيد المواد الأولية 1 يكون بالصورة الآتية: 


0 > ,37 +2۸ 
وبصورة مشابهة فإن الوحدة الواحدة من النوع 4 تحتاج إلى ما مقداره ١‏ من الواد الأولية 
نوع 11 لذلك فإن الكمية المتطلبة من المواد الأولية 11 لإنتاج النوع 84 هي ,× وكذالك فإن 


الكميه المتطلبة من المواد الأولية 11 لإنتاج النوع 8 هي ,2 وعليه فإن إجمالي الكميه المتطلبة 
من المواد الأولية 11 لإنتاج النوعين ۸ و8 هي: 


1 + 2۸, 


و التي يجب إن لا تتجاوز مقدار ما متوفر من المواد الأولية 11 ( 20 كغم ) ولذلك فإن قيد 
المواد الأولية 11 يكون بالصورة الآتية: 


1+ 2X, > 0 


وبنفس أسلوب القيدين السابقين فإن الوحدة الواحدة من النوع 4 تحتاج إلى ما مقداره 3 
من المواد الأولية نوع 111 لذلك فإن الكميه المتطلبة من المواد الأولية 
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111 لإنتاج النوع ۸ هي ,3 وكذلك فإن الكميه ا متطلبة من المواد الأولية 111 لإنتاج النوع 
8 هي ,× وعليه فإن إجمالي الكميه المتطلبة من المواد الأولية 111 لإنتاج النوعين ۸ » 8 هي: 


3X, + 1, > 0 


هذا بالإضافة إلى قيود عدم السالبية 


X >0; X, >0; X۸, >0‏ 
بعد إن تم تحديد متغيرات القرار ومن ثم تحديد قيود أنموذج البرمجة الخطية(.1.۲) يتطلب 
الأمر تحديد دالة الهدف والتي تمثل تعظيم معدل الربح اليومي للشركة الناتج من ربح إنتاج النوع ۸ 
وهو ,7 20 زائدا الربح النتاج من إنتاج النوع 8 وهو ,7 25 وعليه فإن داله الهدف تكون بالصورة 
الآتية: 
Max Z=20 X, + 25 X,‏ 


ولذلك فإن مسألة البرمجة الخطية النهائية (.1.5) تكون بالصورة الآتية: 


Max 2- 20 7, + 25 X, 
S.T 
2۸, + 3۸, > 0 
X, +2۸, < 0 
3X, + K<0 
X> 0X, 
مثال (3-1): شركة تقوم بإنتاج أربع أنواع من الدراجات الهوائية (2,0.8,4) تملك الشركة خطين‎ 
إنتاجيين ولإنتاج أي نوع من الأنواع الأربعة يجب إن هر خلال هذين الخطينء إنتاج الدراجة‎ 
الهوائية(4) تتطلب 2 ساعة عمل للخط الإنتاجي الأول و 3 ساعات عمل للخط الإنتاجي الثاني بينما‎ 
إنتاج الدراجة الهوائية(8) يتطلب ساعة عمل واحدة للخط الإنتاجي الأول و 4ساعات عمل للخط‎ 
الإنتاجي الثاني وإنتاج‎ 
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الدراجة الهوائية (©) يتطلب 2 ساعة عمل للخط الإنتاجى الأول و 2 ساعة عمل للخط الإنتاجى 
الثاني وإنتاج الدراجة الهوائية (0) يتطلب 3 ساعات عمل للخط الإنتاجي الأول و 4 ساعات عمل 
للخط الإنتاجي الثاني» مقدار ما متوفر من ساعات العمل الأسبوعية للخطين الإنتاجيين هي 150 ساعة 
عمل للخط الأول و 120 ساعة عمل للخط الثانيء تبيع الشركة الدراجة الهوائية(4) هبلغ 15 ألف دينار 
وكلفة إنتاجها تبلغ 13 ألف دينار أما الدراجة الهوائية (8 ) فتباع مبلغ 17 ألف دينار وكلفة إنتاجها 
تبلغ 14.5 لف دينار بينما الدراجتين الهوائيتين(©,0) فتباع بمبلغ 22 ألف دينار وكلفة إنتاجها تبلغ 
5 ألف دينار هذا بالإضافة إلى إن كلفة نقل الدراجات الهوائية من الشركة إلى المنافذ التسويقية 
تكون على حساب الشركة وهى ألف دينار للدراجة الهوائية (4) و 500 دينار للدراجة الهوائية(8) 
و0 دينار للدراجة الهوائية( ©) و1500 دينار للدراجة الهوائية(0), المطلوب تكوين أنموذج برمجة 
خطية(..1) للتوصل إلى كمية الإنتاج الأسبوعي لكل نوع من أنواع الدراجات والذي يؤدي إلى تعظيم 
أرباح الشركة. 


الحل: 
متغيرات القرار للمسألة تمثل عدد الدراجات الهوائية المنتجة أسبوعا للأنواع الأربعة وكالآق: 
: عدد الدراجات الهوائية المتوقع إنتاجها من النوع 4. 
: عدد الدراجات الهوائية المتوقع إنتاجها من النوع 8. 
,: عدد الدراجات الهوائية المتوقع إنتاجها من النوع ©. 
,: عدد الدراجات الهوائية المتوقع إنتاجها من النوع 5. 


بعد إن تم تحديد متغيرات القرار يتم تحديد قيود المسألة والتي تمثل ساعات العمل الأسبوعية 
للخطين الإنتاجيين وكالآق: 
(الخط الإنتاجي الأول) 2 150 > ,3 + ,2 + ر +217 
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(الخط الإنتاجي الثاني) 120 ك ,)4 + ,2+ 4X,‏ +3 
هذا بالإضافة إلى قيود عدم السالبية: 
X>0; X,><0; <0 : ۸,>0‏ 
أما دالة الهدف للمسألة فإنها تمثل صافي الربح الناتج من بيع الدراجة الهوائية وللأنواع الأربعة 
وهو يستخرج وفق المعادلة الآتية: 
وعليه فإن صافي الربح للأنواع الأربعة من الدراجات الهوائية يكون: 
صافي الربح للدراجة الهوائية (۸) 1= )13+1(-15 
صافي الربح للدراجة الهوائية (8) 2 - (0.5 + 14.5)-17 
صافي الربح للدراجة الهوائية (0©) 3 = (18.5+0.5)-22 
صافي الربح للدراجة الهوائية  )0(‏ 2 =(1.5 + 18.5)-22 
ولذلك فإن الصيغة النهائية لدالة الهدف تكون بالصورة الآتية: 
Max Z=X + 21+ 37,+ 27‏ 
والصيغة النهائية لأنموذج البرمجة الخطية(.1.5) تكون بالصورة الآتية: 


Max Z=X, +2X,+3X,+2X, 
S.T 


2X + 1 + 2۸, + 3, > 0‏ 
0 > ,47 + ,2 + ,41+ 31 
XX XX, 0‏ 
مثال (4-1): شركه لمنتجات الألبان تقوم بإنتاج نوعين من القيمرء يتطلب من الشركة إنتاج ما لا يقل 
عن 500 وحدة يوميا من النوع الأول و 1000 وحدة يوميا من النوع الثاني و 2000 وحدة من النوعين 
يومياء كلفة إنتاج الوحدة الواحدة من النوع الأول تبلغ 15 دينار وكلفة إنتاج الوحدة الواحدة من 
النوع الثاني تبلغ 20 
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دينار, نسبة النجاح في تسويق النوع الأول تبلغ 95 % ونسبة النجاح في تسويق النوع الثاني تبلغ 98 
%» الكلفة الناتجة من عدم النجاح في تسويق النوع الأول تبلغ 3 دينار والكلفة الناتجة من عدم 
النجاح في تسويق النوع الثاني تبلغ دينار واحد للوحدة الواحدة. الشركة ترغب ف الحصول على 
خطة إنتاجية مثلى لنوعي القيمر لتقليل الكلفة إلى أقل ما يمكن. 
الحل: 

متغيرات القرار للمسألة هي كالآقي: 

,: عدد الوحدات المتوقع إنتاجها يوميا من النوع الأول من القيمر. 

,: عدد الوحدات المتوقع إنتاجها يوميا من النوع الثاني من القيمر. 

قيود المسألة تكون بالصورة التالية: 

۸, +1 < 0 


1 < 0 


3 


<> 0 
2 


بعد إن تم تحديد متغيرات القرار والقيود للمسألة نقوم بتحديد دالة الهدف التي تمثل في هذه 
المسألة تقليل كلف الإنتاج والتي تكون على نوعين الأول هشل كلف الإنتاج والثاني هشل كلف عدم 
النجاح في التسويق لذلك فإن الكلفة الإجمالية للإنتاج تكون وفق المعادلة الآتية: 


الكلفة الإجمالية = كلفة الإنتاج + (كلفة عدم النجاح في التسويق » احتمال الخطأ ) 
وعليه فإن كلف الإنتاج الإجمالية لنوعي القيمر هي: 
5 - (3) 0.05 + 15 


20 +0.02 )1( - 2 


أنموذج البرمجة الخطية(1.5) للمسألة يكون بالصورة الآتية: 
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Min Z= 15.15 X, + 20.02 X, 
S.T 


X,+ ۸, > 0 


×, < 0 


مثال (5-1): شركة للزيوت تقوم بإنتاج نوعين من الشامبو تسوق الشركة نوعي الشامبو إلى المنافذ 
التسويقية على شكل صناديق يحتوي كل صندوق على نوعي الشامبوء إنتاج أي نوع من الشامبو 
يحتاج إلى المرور بقسمين » الأول يحتوي على ماكنتين والثاني يحتوي على 3 مكائن. إنتاج الوحدة 
الواحدة من النوع الأول من الشامبو يحتاج إلى 2 دقيقه في القسم الأول و 6 دقائق في القسم الثاني 
وإنتاج الوحدة الواحدة من النوع الثاني من الشامبو يحتاج إلى 4 دقائق في القسم الأول و 3 دقائق 
في القسم الثاني إن إنتاج أي نوع من أنواع الشامبو مقارنة 
مع إنتاج النوع الأخر يجب إن لا يزيد على 20 وحدة يومياء المطلوب تكوين أنموذج برمجه 
خطيه (1.5) للحصول على أعلى عدد ممكن من صناديق الشامبو في اليوم الواحد مع العلم إن كل 
صندوق يحتوي على عبوة واحدة من كلا النوعين وإن ساعات العمل اليومية هي 6 ساعات. 
الحل: 
متغيرات القرار هي كالآتي: 
,: عدد وحدات الشامبو المتوقع إنتاجها يوميا من النوع الأول 
,: عدد وحدات الشامبو المتوقع إنتاجها يوميا من النوع الثاني 
قيود المسألة تكون بالصورة الآتية: 
(القسم الأول) 27>360+,17 ج- 360 - (60) 6 > 47/2 + 210 ) 
(القسم الثاني) 360 كر×+ )2 ج 0 > 3/( ,3 + ,61 ) 
+X, (| > 20 > 7, + 1| > 0‏ ,2( - )2+ ,4( | 
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القيد الثالث هو قيد غير خطي وممكن تحويله إلى قيد خطي باستبداله بالقيدين الآتيين: 
-X, +“ 0‏ 
X-X, > 0‏ 
دالة الهدف للأنموذج تمثل تعظيم عدد الصناديق اليومية وها إن كل صندوق يحتوي على عبوة 
واحدة من النوع الأول من الشامبو وعبوة واحدة من النوع الثاني من الشامبو فإن عدد الصناديق 
يساوي العدد الأقل من نوعي الشامبو أي: 
Max Z= Min (X,X,)‏ 
إن دالة الهدف هي دالة غير خطية وممكن تحويلها إلى دالة خطية وكالآق: 
نفترض , هثل العدد الأقل المنتج من نوعي الشامبو أي: 
X, = Min )7 X)‏ 
وعليه فإن: 
X>,‏ 
X>,‏ 
وبذلك فإن دالة الهدف تصبح بالصورة الآتية: 
Max Z= X,‏ 
أنموذج البرمجة الخطية (.1.۳) للمسألة يكون بالصورة الآتية: 


Max 2 = 1 
5.1 


2 +2, <0 
2۸, + 72 >0 
-X + 7, <0 
X- ۸, <20 
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مثال(6-1): شركة لنقل المسافرين تمتلك نوعين من السيارات سيارة 5 راکب وسيارة 11 راکب» 
السيارات تعمل على خطين لنقل المسافرين مع العلم إن كل سيارة تستطيع القيام برحلة واحدة يوميا 
أيراد السيارة 5 راكب العاملة على الخط الأول يبلغ 5 ألف دينار والعاملة على الخط الثاني يبلغ 6 
ألف دينار بينما إيراد السيارة 11 راكب العاملة على الخط الأول يبلغ 8 ألف دينار والعاملة على 
الخط الثاني يبلغ 10 ألف دينار عدد الأشخاص المتوقع إن تؤدي خدمة النقل أليهم على الخط الأول لا 
يتجاوز 2000 شخص بينما عدد الأشخاص المتوقع إن تؤدي خدمة النقل أليهم على الخط الثاني لا 
يتجاوز 1500 شخص,أجرت الشركة دراسة أوضحت بأن تخصيص 10 سيارات من النوع 5 راكب على 
الخط الأول ممكن إن يعود على الشركة بالإيراد المطلوب ولكن ف حالة تخصيص أكثر من 10 سيارات 
فإن ذلك ممكن إن يؤدي إلى خسارة في الإيراد مقدارها 2 ألف دينار لكل سيارة المطلوب تكوين 
أنموذج برمجه خطيه (.1.5) لتحديد عدد السيارات ال مخصصة من كل نوع على كل خط لتعظيم الإيراد 
اليومي للشركة. 


الحل: 


دالة الهدف للمسألة في أعلاه هي دالة غير خطية لذلك لتكوين أنموذج برمجه خطيه (.1.۲) 
يجب تحويل دالة الهدف إلى دالة خطيةء اللاخطية في دالة الهدف نشأت بسبب أيراد السيارة 5 
راكب العاملة على الخط الأول من حيث كونها أما تحقق أيراد مقداره 5 ألف دينار أو تؤدي إلى 
خسارة في الإيراد مقدارها 2 ألف دينار وكما هو موضح في الشكل:(1-1) 
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الإيراد 


عدد السيارات 


2 4 6 8 10 12 


الشكل (1-1) 


دالة الهدف تدعى الدالة الخطية الممكنة التحزئة ( Piece - Wise Linear Function‏ ( 

حيث إن مستوى الدالة ممكن تجزئته إلى مستويين خطيين وهما ( 0,10) و ( “,10) وبهذه الحالة تم 
تحويل دالة الهدف إلى الدالة خطية من خلال تجزئة عدد السيارات العاملة على الخط الأول(5 راكب) 
إلى جزئين جزء هثل عدد السيارات التي تعود على الشركة بالإيراد وجزء يمثل عدد السيارات التي 
تؤدي إلى خسارة في الإيراد ولذلك فإن متغيرات القرار للمسألة هي: 

,: عدد السيارات (5 راكب) العاملة على الخط الأول (تؤدي إلى زيادة في الإيراد) 

,: عدد السيارات (5 راكب) العاملة على الخط الأول (تؤدي إلى خسارة في الإيراد) 

,: عدد السيارات (11 راكب) العاملة على الخط الأول 

,: عدد السيارات (5 راكب) العاملة على الخط الثاني 

,: عدد السيارات (11 راكب) العاملة على الخط الثاني 

أما قيود المسألة فتكون بالصورة الآتية: 


1 < 0 


1 
كد51‎ X, + 11, > 0 
5۸, + 11, > 0 
30 


وخ Tir‏ اي ب الومعة اللخطنة 
هذا بالإضافة إلى قيود عدم السالبية: 
0< :0< ,7 : 0< ,7 :0< 0:7 < ,1 
دالة الهدف للأنموذج تمثل تعظيم إيراد الشركة: 
Max Z = 5X, - 2X, + 8X, +6X,+ 10‏ 
وعليه فإن أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) يكون بالصورة الآتية: 


Max Z = 5X, - 2X, + 8X, +6X, + 10۸, 
S.T 
1 > 0 
5ر51‎ X, + 11, > 0 
5X, + 11, > 0 


CLL 


مثال (7-1): مكتب للاستنساخ يروم شراء 10 أجهزة استنساخ» هنالك ثلاثة أنواع من أجهزة 
الاستنساخ وعلى المكتب شراء ما لا يقل عن جهازين من كل نوع النوع الأول قادر على استنساخ 300 
ورقة ف الساعة والثاني قادر على استنساخ 0 ورقة في الساعة والثالث قادر على استنساخ 0 ورقة 
في الساعةء العمر المتوقع لجهاز الاستنساخ من النوع الأول هو 3سنوات ومن النوع الثاني هو 2 سنة 
من النوع الثالث هو 4 سنوات. مجموع أعمار أجهزة الاستنساخ يجب إن لا يقل عن 30 سنة. كلفة 
شراء جهاز الاستنساخ هي 12.1.5 مليون دينار على التوالي للأنواع الثلاثة مع العلم إن المكتب 
بإمكانه بيع جهاز الاستنساخ بعد سنة واحدة من الاستخدام بسعر 141 » 0.5 مليون دينار على التوالي 
للأنواع الثلاثة وخطة عمل المكتب تقضي باستنساخ ما لا يقل عن 3000 ورقة في الساعة الواحدة 


المطلوب تكوين أنموذج برمجه خطيه (.1.۲) لتقليل كلف شراء أجهزة الاستنساخ. 
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00 القرار للمسألة تمثل عدد الأجهزة المتوقع شرائها من كل نوع من الأنواع الثلاثة وكالآن: 
: عدد الأجهزة المتوقع شراءها من النوع الأول. 

ر1: عدد الأجهزة المتوقع شراءها من النوع الثاني. 

,: عدد الأجهزة المتوقع شراءها من النوع الثالث. 

قيود ا مسألة تكون بالصورة الآتية: 


(قيد عدد الأوراق المستخدمة ) 0 > ,/ 250 + ,۸ 350+ X,‏ 300 
( قيد عمر الأجهزة ) 0 < ,4+ ,37+27 
(قيد عدد الأجهزة من النوع الأول) 2> X‏ 
(قيد عدد الأجهزة من النوع الثاني)» 2< 1 


(قيد عدد الأجهزة من النوع الثالث) 2< ,× 

(قيد عدد الأجهزة الكلي ) 0 =+ X +X,‏ 
دالة الهدف للمسألة تمثل تقليل كلف الشراء للأجهزةء الكلفة الحقيقية لشراء الأجهزة هي: 

الكلفة = كلفة الشراء - سعر البيع بعد سنة من الاستخدام 
وعلى هذا الأساس فإن الكلف الحقيقية لشراء الأجهزة من الأنواع الثلاثة هي: 
(النوع الأول / مليون دينار) 5- 1.5-1 
(النوع الثاني / مليون دينار) 2-1-1 
(النوع الثالث / مليون دينار) 5 = 0.5 -1 
ولذلك فإن دالة الهدف تكون بالصورة الآتية: 


Min Z=05X + X,+0.5X, 
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وأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) يكون بالصيغة الآتية: 


Min 2 - 0.5 X, +X, + 0.5 X, 
S.T 


300۸, +350 £, + 250 7, < 0 
3, +2۸, +4, > 0 
X + 1 + = 10 


3-1 طرائق حل البرمجة الخطية 
Methods Of Linear Programming‏ 


بعد إن تم مناقشة كيفية تكوين أنموذج البرمجة الخطية (.1.۳) في الفقرة السابقة فإن الخطوة 
التالية هي استعراض طرائق حل أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲). 
1-3-1 الحل البياني Graphical Solution‏ 

تستخدم هذه الطريقة في حالة كون أنموذج البرمجة الخطية (.1:2) يتكون من ثلاثة متغيرات 
فأقل وخطوات هذه الطريقة هي كالآق: 


*. تحديد قيم ,1 و ,× المسموح بها من خلال القيود. 
۳. تمثيل كل قيد في أنموذج البرمجة الخطية (.1.2) مستقيم ومن ثم تحديد منطقة الحل الممكن. 


تحدد منطقة الحل الممكن من خلال القيود في الربع الأول مع العلم إن كل من,7 ور قد تأخذ 
إحداثيات سالبة وفي هذه الحالة فإن المنطقة ممكن إن تكون في أي ربع من الأرباع الأربعة. 
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.٤‏ بعد تحديد منطقة الحل الممكن يتم تحديد النقطة التي تعظم أو تقلل دالة الهدف والتي تمثل 
أحدى نقاط التطرف في المنطقة. 
مثال(8-1): بالرجوع إلى أنموذج البرمجة الخطية (.1.2) المتكون في المثال(1-1): 


Max 2 2 - 30010, + 200X, 
S.T 


2۸, +, > 0 
3۸+2, > 0 
XX, < 0 


من القيد 100> ,+ ,2 فإن رسم النقاط ,) ١‏ (,72 يكون بالصورة الآتية على اعتبار إن ,× + ,2۸ 
0 = 


X =0; = 100  )0,100( 


X, =50; X, =0 (50, 0( 
#2 


100 


#1 
لام نا لك للك ن3 لك 0 


الشكل (2-1) 
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يلاحظ إن ل لايمكن إن تقع إلى اليمين من المستقيم 100 = X,‏ + ,2 وذلك يعود إلى إن القيد 
هو 100 > ,+ ,2 لذلك فإن المساحة المظللة في الشكل (2-1) تمثل قيم (,0),,7)المسموح بها وبصورة 
مشابهة يتم رسم النقاط (,) التي تمثل القيد 120> ,2+ ,3 بحيث 120= ,2+ ,3ء الشكل -3) 
(ايمثل منطقة الحل الممكن لقيم  (»,‏ والتي تؤدي إلى تعظيم دالة الهدف. 
0- ,2۸+ ,3۸ 
X =0; = 60 (0,60)‏ 
X =40: X, =0 (40, 0)‏ 
x2‏ 


100 


3 م 


الشكل(3-1) 
ا مرحلة الأخيرة هي تحديد النقطة التي تعظم دالة الهدف وهي مبنية على الأساس الأني: 
لنفترض إن قيمة 2 هي ,7 200 + ,7 300 = 4000 = 2 وبرسم المستقيم -,2 200 +1 300 
0نلاحظ إن المستقيم يقع ضمن منطقة الحل ال ممكن كما موضح في الشكل (4-1) لذلك سوف يتم 
تجريب قيمة ل 2 اكبر من القيمة السابقة ولتكن ,20017 + ,300 = 6000 -2 وبرسم المستقيم 
0 == ,7 200 + ,300 نلاحظ إن المستقيم يقع ضمن منصطقة الحل الممكنء يلاحظ إن المستقيم الذي 
يعطي 
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قيمة اكبر ل 7 يكون أكثر ارتفاعا وأكثر بعدا عن نقطة الأصل من المستقيم الأول وإن كلا من 
ا مستقيمين متوازيين وكما هو موضح بالشكل (4-1): 


X2 

2X1 UE X2 - 100 199 

C‏ کٹ زم 
ل لد 120= 2۸2+ 3X1‏ 

ل ل4 
2 0 2002+ ,300% 
ع ا 400 = 2002+ ,300 

ıl‏ 1 | 1 1 يشر 
الشكل (4-1) 


وعليه هكن الاستنتاج بأن النقطة التي تؤدي إلى تعظيم قيمة 7 سوف تكون أحدى النقاط 
التي تمثل زوايا منطقة الحل ال ممكن وهي: 


Z = 300 1, + 200 7,‏ ارم 
0 (8)0:0 
B (40.0) 12000‏ 
C(060 ) 12000‏ 


نلاحظ إن هنالك نة نقطتين تؤدي إلى تدخ تعظيم قيمة 7 وهما: 
X, -40. 7-0 or X, -0, ۸, = 60 : 2 - 0‏ 
هذا يعني إن أقصى ربح أسبوعي يستطيع المعمل الحصول عليه هو 12000 دينار وهو ينتج في 
حالتين أما إنتاج 40 حقيبة من النوع 4 وعدم إنتاج أي حقيبة من النوع 8 أو إنتاج ٠٠‏ حقيبة من 
النوع 8 وعدم إنتاج أي حقيبة من النوع ۸ أسبوعيا. 
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مثال (9-1): بالرجوع إلى أنموذج البرمجة الخطية )1.٨.(‏ المتكون في المثال (2-1): 


Max Z=20X, +25۸, 
S.T 


2۸+ 3۸, > 0 


X, + 2K, < 0 
3+ XK, > 0 
XX, < 0 
x2 
3x لد معد‎ 
30 
لاك‎ > 
Ax + ax لمحت‎ 
x لنت دس‎ 
10 
x 


1 1 
1 0 , 20 30 
22 

الشكل (5-1) 
إن المنطقة المظللة في الشكل (5-1) هي منطقة الحل ال ممكن ولتحديد النقطة التي تؤدي إلى 
تعظيم دالة الهدف نلاحظ إن المستقيم (1) يقع داخل منطقة الحل الممكن أي إنه يمتلك عدة نقاط 
ل (,) داخل هذه المنطقة بينما المستقيم (3) يقع خارج منطقة الحل الممكن أي إنه لا تلك 
أي نقطة داخل هذه المنطقة أما المستقيم (2) فإنه يمتلك نقطة واحدة تمر بأحد زوايا منطقة الحل 
الممكن وهي النقطة (8,6) والتي تؤدي إلى تعظيم قيمة < حيث إن المستقيم (2) هو أكثر ارتفاعا 

وأكثر بعدا عن نقطة الأصل من المستقيم (1) ولذلك فإن الحل الأمثل هو 


X= 8: 7#, -6 <. 20 
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هذا يعني تعظيم الربح اليومي للشركة يبلغ 310 دينار وذلك بإنتاج 8 وحدات من النوع ۸ 
و6 وحدات من النوع 8 يوميا. 
من امثالين السابقين نلاحظ إن نقطة الحل الأمثل تمثل أحدى زوايا منطقة الحل الممكن والتي 
تسمى نقاط التطرف والتي تقع على تقاط المستقيمات المحددة لمنطقة الحل الممكن. 
مثال (10-1): في المثالين السابقين تم استعراض كيفية التوصل إلى حل أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) 
بوساطة الطريقة البيانية في حالة كون الأنموذج هثل مسألة تعظيم » في هذا المثال سوف يتم إيضاح 
طريقة الحل في حالة كون المسألة تمثل مسألة تقليل هذ31 بالرجوع إلى أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) 
المتكون في المثال (4-1): 
Min Z= 15.15 X, + 20.02 X,‏ 
S.T‏ 
X,+ ۸, > 0‏ 


1 < 0 


1 


2, > 0 


تحديد قيم (,1),,7) ال مسموح بها موضح بالشكل (6-1): 
XA‏ 


x] +x2= 2000 ¥1=500 
ل لالالاے‎ 


1500 ل‎ 
xXA=1000Û 


1000 


¬ لالات 


1 1 ّ 1 
S00 1000 1500 ا200‎ 


الشكل (6-1) 
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يلاحظ إن منطقة الحل الممكن هي غير محددة أي إن , ر ممكن إن تأخذ قيم كبيرة والسبب في ذلك 
يعود إلى وجود حدود دنيا ل ,24 ,× من خلال القيود وعدم وجود حدود عليا لها . إن منطقة الحل الممكن لا 
يمكن إن تقع على يسار المستقيمات والسبب في ذلك يعود إلى إن قيود أنموذج البرمجة الخطية (1.2) هي من 
نوع أكبر أو يساوي. 
النقطة التى تمثل تقليل قيمة دالة الهدف هی أما ۸ أو 8 حيث: 
A )1000:1000( = 35170‏ 
37605 = ) 1500 «500 ) 8 
وعلى هذا الأساس فإن الحل الأمثل هو: 
0 =2 , 1000 = ,× › 1000 = ,× 


هذا يعني إن تقليل كلفة الإنتاج اليومي للشركة تبلغ 35170 دينار في حالة إنتاج 1000 وحدة 
لكل نوع من أنواع القيمر. 
مثال (11-1):أوجد الحل الأمثل لأنموذج البرمجة الخطية (.1.5) الآ باستخدام الطريقة البيانية 


Max Z=2X, + 5X, + 41, 


5.1 
X + 27, + 7, > 4‏ 
6 > ,27 + ص20 + X‏ 
XXX, <0‏ 
الحل: تمثيل القيد 4 = ,+ ر2 + ,2 بالرسم موضح بالشكل(7-1): 
الشكل (7-1) 
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البرمجة الخطية RAS‏ 


من خلال تمثيل القيد 6 = ,2+ ,2+ ,× بالرسم تتكون منطقة الحل ا ممكن وال موضحة بالشكل 


:)8-1( 


#3 


#2 


الشكل (8-1) 


إيجاد النقطة 4 يتم من خلال حل المعادلات الآتية سوية: 
X 0‏ 
X =4‏ + ,2۸ + 1 
X +2۸, + 2X, =6‏ 
وعليه فإن قيمة النقطة 4 هي: 
(XK) = )01:2(‏ 
أما أيجاد النقطة © فيتم من خلال حل المعادلات الآتية سوية: 
0- 1 
X + 2X, + X =4‏ 
X + 2X, + 2X, =6‏ 
وعليه فإن قيمة النقطة © هي: 
(X= (202)‏ 


1 2 3 
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قيمة تعظيم الدالة 2 للنقاط التي تمثل زوايا منطقة الحل الممكن هي: 


2X, + 5X, + 41,‏ - 2 نقاط التطرف 
A(0«1«2) 13‏ 
B(0. 03) 12‏ 
C(2.0. 2) 12‏ 
D(4: 0.0) 8‏ 
E(02.0) 10‏ 


لذلك فإن الحل الأمثل يتمثل بالنقطة ۸ أي: 
X =0 <, =1 =2 2 2-3‏ 


1-1-3-1: تعد د الحلول امثلى Multiple Optimal Solution‏ 


متلك أنموذج البرمجة الخطية (.1..2) نوعين من الحلول وهما الحل الممكن (دمناساهة ماازيةء؟) وهو عبارة 
عن حل يحقق كل قيود أنموذج البرمجة الخطية (..1) ولكنه لا هشل أفضل حل ممكن الحصول عليه 
ومجموع کل الحلول الممكنة تدعى منطقة الحل الممكن أو منطقة الحلول ال ممكنة (feasible solutions‏ 
( دمنوء: والنوع الثاني من الحلول يدعى الحل الأمثل ( solution‏ لمسنامه) وهو ممثل أفضل حل ممكن 
الحصول عليه. لكل أنموذج برمجه خطية (.1.2) حل أمثل واحد ولكن في بعض الحالات يظهر هنالك حلين 
أو أكثر لأنموذج البرمجة الخطية (.1.2) وتظهر هذه الحالة عندما يوازي مستقيم دالة الهدف مستقيم أحد 
قيود أنموذج البرمجة الخطية (.1.2): بالرجوع إلى المثال (8-1) نلاحظ إن مستقيم دالة الهدف عندما 2 
0-أو 6000 = 7 يوازي مستقيم أحد القيود وبالتالي فإن مستقيم دالة الهدف عندما 7 تأخذ أمثل 
قيمة سوف ينطبق على المستقيم الذي هثل القيد وبهذا فإن أي نقطة تقع على المستقيم ستمثل حل أمثل 
للمسألة وإن تعدد الحلول المثلى لأنموذج البرمجة الخطية (1:2) يوفر عدة خطط إنتاجية أي إنه يعطي 
مرونة ممتخذ القرار( انظر ال مثال (19-1)) 
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2-1-3-1: الحلول غير المحدودة Unbounded Solution‏ 
لنفترض أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) الآن: 


Max Z= 3۸, + 6X, 
S.T 


6۸, + 2۸, < 2 


XX, < 0‏ 
حل الأنموذج في أعلاه موضح بالشكل (9-1): 
2 
5 
4 
2 
NN X1‏ 
1 1 
B‏ 4 2 
الشكل (9-1) 


من الشكل (9-1) نلاحظ إن منطقة الحل الممكن هي منطقة مفتوحة أي إننا كلما ابتعدنا عن 
نقطة الأصل سوف نحصل على حل أفضل وهذا ما يطلق عليه بالحل غير اممحدد (أنظر اممثالين )٠١-١(‏ 
و (22-1)). 


3-1-3-1 عدم وجود حلول مقبولة No Feasible Solution‏ 
لنفترض أنموذج البرمجة الخطية (.1.2) الآقٍ: 


Max 2 = X + 4X, 
S.T 


5X, + 5K, > 0 
1_6 
XX, < 0 
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حل الموج ف أعلاه وفق الطريقة البيانية يكون كالآق: 


%1 
1 أ 1 


5 4 2 
الشكل (1 - 10) 

يلاحظ من الشكل (10-1) عدم وجود منطقة حل ممكن مشتركة بين القيدين وهذا يعني عدم 
وجود حل وهذه ال مشكلة تظهر جليا في حالة كون ال مواد المتوفرة لا تكفي لسد احتياجات القيمة 
الدنيا لواحد أو أكثر من متغيرات القرارء ففي المثال أعلاه القيمة الدنيا ل ,7 هي 6 والقيمة الدنيا ل 
هي صفر وبتعويض هاتين القيمتين في القيد الأول فإن ذلك يؤدي إلى عدم تحقيق القيد لأن 
كمية الموارد المتوفرة 20 هي غير كافية. 
4-1-3-1 الانحلال  Degeneracy‏ 
نفترض أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) الآن: 


Max Z=5X +2۸, 
S.T 


4X, + 2X, < 8‏ 
2 > ,3+ 2۸ 
XX, >0‏ 
حل الأّنموذج في أعلاه وفق الطريقة البيانية موضح بالشكل (11-1): 
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4) 


الحل الأمثل هو: 


20 .ع #0 22د 


2 


وهو يدعى حل منحل لأن عدد المتغيرات في الحل الأمثل والتي قيمتها أكبر من الصفر هي أقل 
من عدد قيود أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) (أنظر المثال (21-1)). 


The Simplex Method طريقة السمبلكس‎ :2-3-1 


يمثل أسلوب هذه الطريقة الأسلوب العام المتبع لحل مسائل البرمجة الخطية (1.5) حيث إنها 
تعتبر طريقة كفوءة جدا وتستعمل في حل المسائل الصغيرة والكبيرة بالاستعانة بالحاسبات الالكترونية, 
قبل الدخول في تفاصيل هذه الطريقة لا بد لنا إن نتعرف أولا على بعض المفاهيم الأساسية التي لها 
صلة مباشرة بهذه الطريقة. 


1-2-3-1: الصيغة القياسية Standard Form‏ 
إن التعامل مع امعادلات أفضل بكثير من التعامل مع علاقات اللامساواة (المتباينات) لذلك فإن 
الخطوة الأولى ف طريقة السمبلكس تحويل قيود اللامساواة إلى قيود مساواة مكافئه وهذا ما 


يدعى بالصيغة القياسيةء الصيغة القياسية في مسائل البرمجة الخطية .1.۲ المتكونة منص من 
القيود و ده من متغيرات القرار تكون بالصورة الآتية: 
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Max or Min Z= 2064 + 26 Ege + Cn 1 
5.1 

a, # a, aes 3 an, 2 bj 

a, + a, E عو عد في‎ FE an, 2 و5‎ 


0< برط سس ست روط 116 
1 تغيرات القرار لأنموذج البرمجة الخطية (1.<0) والتي تمثل ألفعاليات. 


رهعزط ب : معاملات الأموذج حيث (ن) تمثل ربح أو كلفة الوحدة الواحدة من ألفعاليات وه تمثل 
كمية الموارد المتوفرة و(زه) تمثل مقدار ما تتطلبه الفعالية الواحدة ()من امموارد () 

من أنموذج البرمجة الخطية (.1.۳) في أعلاه والذي هثل الصيغة القياسية نلاحظ إن: 

.١‏ دالة الهدف ممكن إن تكون تعظيم أو تقليل. 

۲. كل القيود يعبر عنها بصيغة المساواة. 

۳. متغيرات القرار هى عبارة عن متغيرات غير سالبة. 

.٤‏ الجانب الأهن من القيود يكون غير سالب. 


إن الصيغة القياسية ممكن إن يعبر عنها بصيغة مصفوفات وكالآي: 
Max or Min Z=CX‏ 
S.T‏ 
AX =b‏ 
X >0‏ 
b >0‏ 
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حيث إن 
X1‏ ورك ههه وه و و .و66 .و6٠‏ 412 411 
A x = 0 XxX x1) =‏ 
ai, (n»1) 1‏ نه (mxn) Sees‏ 
Amn 1‏ عسة Amı1‏ 
1 
bı‏ 
b(m.1) = b2 C(lxn) = (CJ C2............... cn )‏ 


bm 
إن عملية تحويل قيود اللامساواة إلى قيود مساواة يتم بوساطة إدخال متغيرات جديدة تمثل‎ 
الفرق بين الجانب الأهن والجانب الأيسر لكل قيد وهذه المتغيرات تدعى بالمتغيرات الوهمية أو‎ 
وهى عبارة عن متغيرات غير سالبة.‎ )sاack‎ or surplus variables) الوهمية‎ 
مثال (12-1): حول أنموذج البرمجة الخطية(.1.۲) الآ إلى الصيغة القياسية:‎ 


Min Z=2X +4X,+X, 
S.T 


XK, + X,+ 4K, <0 
2۸, +3, + ۸, < 6 
- +), - 27, =-2 
200 > 0 
الحل:‎ 


تحويل الأنموذج في أعلاه إلى الصيغة القياسية يتم وفق الخطوات الآتية: 
.١‏ ضرب طرفي القيد الثالث ب .)-١(‏ 


۲. إدخال المتغيرات الوهمية ,7.27 إلى القيدين الأول والثاني. 
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۴. تم تخصيص كلف مقدارها صفر للمتغيرين ,7,20 لذلك فإن دالة الهدف تبقى على حالها 
Min Z=2X + 4X, +X,‏ 
S.T‏ 


+ XK, +4, +, =0 
2+3, + ۸, - =6 
X- +2, =2 
Xe Xe XX, X, >0 


2-2-3-1 : أنظمة الحل للمساواة الخطية 
Solving System of Linear Equations‏ 
أنظمة المعادلات الخطية لتعظيم أو تقليل دالة الهدف ممكن التوصل إلى حلها بوساطة أسلوب 
گاوس- جوردن صهل:ه[ -055ه6 الموضح وفق امثال الأتي: 
مثال (13-1): 
(1-1) ..........2 = 40+24 10-201 
X-X,-X,-3,- XK, =4... )2-1(‏ 


الحل: 

النظام هملك أكثر من حل وحساب كل الحلول الممكنة للنظام يدعى مجموعة الحلول الممكنة 
وحل أي نظام يتم من خلال أيجاد النظام المكافئَ له الذي نستطيع من خلاله التوصل إلى الحل 
بسهولة» إن حل النظام المكافي هثل أوتوماتيكيا الحل للنظام الأصلي والعكس صحيح 
والحصول على النظام المكافن يتم من خلال: 
.١‏ ضرب أي معادلة في النظام برقم موجب أو سالب. 
۲. إضافة أي معادلة إلى أي معادلة أخرى في النظام. 
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ولذلك بضرب المعادلة )١-١(‏ ب )-١(‏ وأضافتها إلى المعادلة (2-1) نحصل على النظام المكافن 
وكالآق: 
XK, 4K, +2 =2 sss. )3-1(‏ + 1-27 
(4-1) اك وك E‏ رت 1 


وممكن الحصول على نظام مكافئ أخر بوساطة ضرب المعادلة (4-1) ب (2) وأضافتها إلى 
امعادلة (3-1): 


0 31-27 - 47-2 6 ............)5-1( 


زل 


KR HK 7 )6-1( 


النظام في أعلاه ملك العديد من الحلول الممكنة فمثلا إذا أخذ 0= = ,7 = ,× نحصل على 
X6‏ و 2 X=‏ وهذا الحل هثل حل لكل الأنظمة» وهنالك حلول أخرى ممكن الحصول عليها 


بوساطة اختيار قيم لي ,× ,7 ومن ثم أيجاد قيم ,> ,× من المعادلتين (5-1» (6-1) الأنظمة في 
أعلاه تدعى الأنظمة العامة» النظام العام الممكافئ الأول تم الحصول عليه بوساطة استبعاد معاملات 


52 1 من (2-1) و (1-1) على التوالى» المتغيرات 52 1 تسمى متغيرات أساسية ( (basic variables‏ 
وهي تلك المتغيرات التي يتم استبعاد معاملاتها بوساطة عمليات الضرب أو الإضافة أو غيرها وبتعبير 
أخر فإن المتغير الأساسي معادلة ما هو المتغير الذي تكون قيمة معامله تساوي واحد في المعادلة وصفر 
في بقية المعادلات. ٠‏ 


3-2-3-1: الحلول الممكنة الأساسية Basic Feasible Solution‏ 
الحل الذي يتم الحصول عليه من النظام العام بوساطة أخذ قيم صفرية للمتغيرات غير 
الأساسية وحل المتغيرات الأساسية يسمى الحل الأساسى( »)basic solution‏ هنالك عدة حلول أساسية 
حيث إن أي متغيرين ممكن اختيارهم كمتغيرات أساسية فمثلا المثال (13-1) يملك 10 حلول أساسية 

وکال 


00 
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وبصورة عامة فإن عدد الحلول الأساسية للبرنامج الخطي القياسي ب « من المتغيرات و << من القيود 
هو: 
n n!‏ 
١ (n-n(!‏ 
m! (n-m)!‏ 5 


4-2-3-1: معالجة المتغيرات غير المقيدة بإشارة 
Handling Variables Unrestricted In Sign‏ 


في بعض الحالات يكون من الضروري إدخال متغيرات ممكن إن تكون موجبة أو سالبة وكما هو 
موضح بالأمثلة الآتية. 
مشال(14-1): بالرجوع إلى اممثال (2-1) مع فرض إن الشركة تقوم بإنتاج المنتوج (4) وترغب في إنتاج منتوج أخر 
من المواد الغذائية هو (8) لذلك فإن ,1 هثل الزيادة في معدل إنتاج المنتوج (8)لذلك فإن ,1 ممكن إن يأخذ 
قيمة سالبة وهذا يعني تخفيض معدل إنتاج المنتوج (4) ليتوافر لنا إنتاج كمية أكبر من المنتوج (8) الذي يكون 
أكثر ربحا لذلك فإن أنموذج البرمجة الخطي(1.5) يكون بالصورة الآتية على فرض إن الإنتاج الحالي للمنتوج (۸) 
هو 8: 

Max Z=20X, +25۸, 
S.T 


2۸, + 3, > 0 
X, + 2X, <0 


3۸, + 20, > 0 


الحل: 
تحويل القيد 8 -< ,)1 إلى قيد انعدام السالبية يكون بإدخال متغير بحيث : 

X,= ۸ +8‏ 
وللحصول على الأنموذج المكافئ لأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) نعوض عن كل ,7 ب 8-,): 
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Max 27 - 20 (X,-8) + 25K, 
5.1 


2)00-8( + 3, > 0 
1-8 +2, > 0 
3)0-8( + 2X, > 0 

X,-8 >-8 
X, <0 


لذلك فإن الصيغة النهائية لأنموذج البرمجة الخطية )1.١.(‏ تكون بالصورة الآتية: 
Max Z= 25 X, + 20 1, - 0‏ 
5.1 


3۸, + 20, > 6 
2X,+ X,<8 


2۸, + 3> 4 


هنالك حالة أخرى للمتغير غير ا مقيد بإشارة عند عدم وجود حد أدنى لهذا المتغير وكما موضح في 
امثال الآتي: 

مثال (15-1): بالرجوع إلى المثال (14-1) مع افتراض عدم وجود القيد 8-< × أي إن الأنموذج يكون 
بالصيغة الآتية: 


Max Z= 20 X, + 251, 
S.T 


2۸, + 3), > 0 
X + 20, <0 
3۸, + 2X, <0 
X, >0 


X , unrestricted in sign 
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الحل: 


ا متغير ,7 ممكن إن يأخذ قيمة سالبة أو موجبة وممكن إن يشار أليه في الأموذج وممكن إن 
لا يشار إلى ذلك ولكنه يفهم ضمنا عند عدم وجود قيد حد أدنى للمتغير بحيث الحد الأدنى يكون أكبر 
أو يساوي صفر. 

معالجة المتغير ,1 يكون باستبداله بمتغيرين غير سالبه بحيث: 

ES 
إن حاصل طرح اللتغيرين (-,)ممكن إن يكون موجب وممكن إن يكون سالب ولذلك فان‎ 


تعويض حاصل طرح المتغيرين بدل المتغير الأصلي هو تعويض منطقي وعليه فإن أنموذج البرمجة 
الخطية (.2..آ) يصبح بالصيغة الآتية: 


Max Z=25X, + 20 X, - 201 
S.T 


3۸, + 2, - ک2‎ 0 
2+ X,- <0 
2۸, +3, - 3, ك‎ 0 
Xe X4 X> 0 


إن أي حل أساسي للأنموذج في أعلاه يتطلب أما 0= أو 0= ٨,‏ أو كلاهما معا بحيث: 
X= |۸ IF X, > 0‏ 


0 O.W 


O.W 


الطريقة السابقة في معالجة المتغيرات غير المقيدة بإشارة في حال استعمالها على أموذج برمجة 
خطية (.1.2) يتكون من عدد غير قليل من المتغيرات غير المقيدة بإشارة 


51 


البرمجة الخطية 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2ز 2 ز 2 2 2 2ز2ز 2 2 2 2 2 2ز 2 2 2 21 2 ز 2 ز2 2 1 ز ز 2 ز 2 2 ذ1 1 1 LINGAK PEOGENIRINE asmeni‏ 


فإن ذلك يؤدي إلى زيادة عدد المتغيرات وللتغلب على هذه المشكلة يتم استبدال كل متغير 
غير مقيد بإشارة مثل ,1 بالآق: 
X 5 72 -_ 14‏ 


حيث إن "2 هو المتغير نفسه لكل قيم ز» التي تمثل المتغيرات غير اللمقيدة بإشارة حيث إن - 
"7 تمثل قيمة المتغير الأصلي الأكبر سالبية و "7 هي القيمة التي يتعدى بها 7 هذه القيمة. 


5-2-3-1: أساسيات طريقة السمبلكس Principles Of the Simplex Method‏ 
طريقة السمبلكس طورت بوساطة وننصهط.6.8 عام 1947 لحل مسألة البرمجة الخطية (.۲.ا) 
ال معبر عنها بالصيغة القياسية حسب الخطوات الآتية: 
.١‏ استخراج الحل الأساسي الأولي من الصيغة العامة. 
۲. تطوير الحل الأولي إذا كان ذلك ممكن بوساطة إيجاد حل أساسي أخر بقيمة دالة هدف أفضل. 
۳. نستمر بإيجاد الحلول ال ممكنة الأساسية إلى إن نحصل على حل ممكن أساسي لامكن تطويره 
فيصبح هو الحل الأمثل .(optimal solution)‏ 


مثال (16-1): أوجد الحل الأمثل لأنموذج البرمجة الخطية (5.]) الأتي: 
Max Z= 15۸, + 1 + 34, + 1‏ 


S.T 
X +3 +X, =10 (7-1) 
2X + ۸, 1ر4‎ )8-1( 
1 0 XX, > 0 


الحل: 
المسألة في أعلاه بالصيغة القياسية وها إن معامل X,‏ في المعادلة (7-1) هو )١(‏ وصفر في 


ا معادلة (8-1) لذلك فهو عبارة عن متغير أساسي وكذلك المتغير ,الذي يظهر فقط في المعادلة (8-1) 
بمعامل مقداره .)١(‏ 
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الحل الأساسي للنظام العام بوجود ,27 ,1 كمتغيرات أساسية هو: 
X= =0; 7-10: =2‏ 


الحل في أعلاه هو كذلك حل ممكن أساسي وقيمة دالة الهدف هي: 
Z = 15 (0) + 0 + 3)10( + 12 = 2‏ 


طريقة السمبلكس تعمل على إيجاد حل ممكن أساسي أخر أفضل من الحل الأول وذلك 
بتحويل واحد من المتغيرات الأساسية إلى متغير غير أساسيء في أي حل ممكن أساسي المتغيرات الأساسية 
تفرض موجبة بينما غير الأساسية تكون صفر ولذلك فإن تحويل متغير غير أساسي إلى متغير أساسي 
يعني زيادة في قيمته عن الصفر لتصبح موجبة والاختيار يستند على التطور الحاصل في قيمة 7 
الناتج من زيادة المتغير غير الأساسي وحدة واحدة وللتوضيح نفترض الزيادة في المتغير غير الأساسي ,× 
من الصفر إلى وحدة واحدة وتأثير هذه الزيادة على دالة الهدف لذلك فإن المعادلات (7-1) و(8-1) 
تتحول إلى: 


زيادة ,1 وحدة واحدة تؤدي إلى تناقص قيمة ,× وحدة واحدة لتصبح )١‏ لكي تتحقة 
المعادلة (9-1) وكذلك تؤدي إلى تناقص قيمة ,7 وحدتين لتصبح (10) لكي تتحقق المعادلة (10-1)» أذن 
الحل الجديد هو: 
X,=9<,=0‏ 7-06 .72-1 


3 


2- 15 (1) + 0 + 3)9( + 10 = 2 


التغير في قيمة 7 الناتج من زيادة وحدة واحدة من ,7 هو: 
التغير- قيمة 7 الجديدة - قيمة 7القدمة 
= 0= 


هذه القيمة تدعى الربح النسبي 2084م etiveاeا)‏ للمتغير غير الأساسي 1 ما إن الربح النسبي 
ل :7 موب فان هذا بعتي قيمة دالة المد ترا تة لريادة :1 
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وعليه فإن الحل امممكن الأساس الأول هو حل غير أمثلء حيث إن زيادة وحدة واحدة من ,“× 
تؤدي إلى زيادة قيمة دالة الهدف (10) وحداتء إن زيادة ,7 تكون محددة حيث إن الزيادة يجب 
إن لا تتجاوز (10) وحدات لأن ذلك يؤدي إلى إن ,7 يأخذ قيمة سالبة حسب المعادلة (9-1)» كما 
إنها يجب إن لا تتجاوز (6) وحدات لأن ذلك يؤدي إلى إن المتغير , يأخذ قيمة سالبة حسب المعادلة 
(10-1) لذلك فإن الزيادة في ,× هي 
Min {10.6} =6‏ = ,1 
هنالك حالات تكون فيها الزيادة في المتغيرات غير الأساسية لا تحددها المتغيرات الأساسية وهذا يظهر 
جليا عندما يكون معامل المتغير غير الأساسي في القيد صفر أو سالب. 
زيادة وحدة واحدة في ,7 تؤدي إلى زيادة في 7 مقدارها (10) وأعلى قيمة ممكن إن يأخذها 
,× هي (6) لذلك فإن الزيادة الصافية في 7 هي: 
60 = (6) 10 
وهذا يؤدي إلى إن المتغير ,7 يصبح أساسي بينما المتغير ,1 يصبح غير أساسي حسب اللعادلة 
(10-1) ولذلك فإن الحل هو: 
X = 6X, - 0.1, = 4.1,- 0‏ 
Z = 15)6( + 0 + 3)4( + 0 - 2‏ 
الحل في أعلاه والذي يمثل حل أفضل من الحل الممكن الأساسي الأولي تم الحصول عليه بوساطة 
عمليه المحور (ده0هيعمه اهام ) للمتغير ,× التي تتضمن ضرب المعادلة (8-1) ب 1/2-) ومن ثم 


إضافتها إلى المعادلة (7-1) وكذلك قسمة ال معادلة (8-1) على 2) وبهذا يكون معامل ,“× في (7-1) 
صفر وفي (8-1) واحد أي يصبح متغير أساسي, لذلك فإن طريقة السمبلكس تستخدم معرفة هل الحل 
الممكن الأساسي هو أمثل أم لا من خلال حساب الأرباح النسبية لكل المتغيرات غير الأساسية وقي حالة 
ظهور قيم موجبة فإن هذا يعني إن الحل غير أمثل(إذا كانت دالة 
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الهدف دالة تعظيم) إما إذا كانت الأرباح النسبية صفر أو سالب فإن هذا يعني إن الحل أمثل 
وهذا ما يدعى بشروط الأمثلية .(Condition of optimality)‏ 


6-2-3-1 :طريقة السمبلكس بصيغة الجداول 
Simplex Method In Tableau Form‏ 


ف ا مقطع السابق تم وصف أساسيات طريقة السمبلكس التي تعمل على تطوير الحلول 
ا ممكنة الأساسية للوصول إلى الحل ال مثلء الخطوات ال مختلفة لطريقة السمبلكس ممكن إن تنفذ 
بأسلوب أكثر كفاءة بوساطة استخدام صيغة الجداول لتمثيل القيود ودالة الهدف وكما هو موضح ف 
امثال الآتي: 
مثال (17-1): بالرجوع إلى المثال (2-1) أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة الخطية (2.]آ) 


Max Z= 20X, + 251 
S.T 


0 > ,3 + ,2۸ 
X, + 2X, < 0‏ 
K<0‏ +3 
XX, < 0‏ 
الحل: 
حل مسألة البرمجة الخطية (5.) وفق طريقة السمبلكس يتطلب تحويل المسألة إلى الصيغة 
القياسية من خلال إدخال المتغيرات الوهمية إلى الأنموذج وكالآتي: 


Max Z = 207+ 251) 


S.T 
2X, +3, + ۸, = 40 
X +2۸, +۸, =0 
3X + 1 + 1 = 0 


NRT 


بعد ذلك توضع الصيغة القياسية بشكل جدول: 
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0 0 0 25 20 6 
: 1 1 1 1 1 . 
BV. 1 2 3 4 5‏ 
40 0 0 1 3 2 1 0 
20 0 1 0 2 1 10 0 
30 1 0 0 1 3 5 0 
حيث إن 


عمود و٤‏ : معاملات المتغيرات الأساسية في دالة الهدف. 
عمود ,روج : المتغيرات الأساسية للحل الممكن الأساسي. 
عمود طا : قيمة المتغيرات الأساسية في دالة الهدف. 
صف © : معاملات متغيرات الأنموذج في دالة الهدف. 
من الجدول في أعلاه ممكن استخراج الحل الممكن الأساسي مباشرة وكالآتي: 
X= 30۸, =20 » X= 40 = =0‏ 


قيمة دالة الهدف يتم الحصول عليها بوساطة الضرب الداخلي ل ,© وط: 
اي - 2 

40 
2-)0 0 0(|201- 0 

30 


وم معرفة هل إن الحل الممكن الأساسي هو حل أمثل أم لا فإنه يجب استخراج الأرباح النسبية 
للمتغيرات غير الأساسية ويتم ذلك من خلال قاعدة الضرب الداخلي (Inner Product Rule)‏ 


حيث معامل الربح النسبي للمتغير × یرمز له © ويستخرج من امعادلة الآتية: 
(حاصل الضرب الداخلي ل ,© في عمود ۸ ) - © =€ 
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2 
0= 0|1 0 0[-20= © 
3 
3 
C,=25-]0 0 0| 25‏ 
1 
بإضافة صف الأرباح النسبية (©) إلى الجدول (1-1) نحصل على الصيغة النهائية لجدول السمبلكس: 
الجدول (1-1) 
0 0 0 25 20 6 
b‏ 1 1 1 1 1 3 
BV. 1 2 3 4 2‏ 
40 0 0 1 3 3 0 
١ 1 2 0 1 0 20‏ 0 
30 1 0 0 1 3 0 
2-0 0 0 0 25 20 © 


يلاحظ من الجدول (1-1) إن معامل الربح النسبي للمتغيرات الأساسية هو صفرء ها إن الصف 
© يحتوي على قيم موجبة فإن هذا يعني إن الحل الممكن الأساسي هو حل غير أمثل وعلى هذا 
الأساس سوف يتحول المتغير ,7 إلى متغير أساسي لأنه ملك أعلى معامل ربح نسبي لذلك سوف يكون 
هو المتغير الداخلء أما المتغير الذي سوف يتحول إلى متغير غير أساسي ( أي يشل المتغير الخارج ) فيتم 
معرفته بوساطة تطبيق قاعدة أقل النسب الموضحة في المقطع(5-2-3-1) لاحتساب الحدود العليا التي 


ممكن إن يأخذها المتغير ,× لكل قيد وكالآتي: 


الحد الأعلى د المتغير الأساسي رقم الصف 
23 = 40/3 1 1 
Xx, 20/2 = 10 (Min)‏ 2 
0 = 30/1 1 3 
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من الجدول في أعلاه يتضح إن ,[ هو المتغير الخارج حيث إن الصف الثاني يدعى صف المحور 08 0۲ ۲۷) 
( ولذلك فإنه بزيادة المتغير غير الأساسي ,7 (10) وحدات فإن المتغير الأساسي في صف ال محور ,17 سوف يأخذ قيمة 
صفرية ويتحول إلى متغير غير أساسيء النظام العام الجديد يتم الحصول عليه بوساطة عملية المحور وكالآق: 

.١‏ يقسم صف امحور على (2) والتي تمثل العنصر امحوري ليكون معامل 1 مساوي للواحد. 
؟. يضرب صف المحور ب (1/2-) ويضاف إلى الصف الثالث للاستبعاد ,× 
۳. يضرب صف المحور ب (3/2-) ويضاف إلى الصف الأول للاستبعاد ,× 

وعلى هذا الأساس فإن جدول السمبلكس (1-1) يصبح بالصيغة الآتية: 


)2-1( الجدول‎ 
6 20 25 0 0 0 
Cp 

b 

BV. 1 1 1 1 6 
0 12 ۱/۲ 0 1 3/2 0 10 
Yo 1 1/2 1 0 1/2 0 10 
0 1 52 0 0 1/2 1 20 

C 15/2 0 0 -25/2 0 Z=250 


من الجدول (2-1) الحل الممكن الأساسي هو: 
X۸, =X, = 0<۸ - 7, - 10, = 20 ,25- 0‏ 
ومعرفة هل إن الحل هو أمثل أم لا يتم احتساب الأرباح النسبية بوساطة قاعدة الضرب 
الداخلي وكذلك ممكن احتسابها من خلال عملية المحور وذلك بضرب صف ال محور ب 25/2) 
وإضافته إلى صف € . 
بعد إن تم احتساب الأرباح النسبية يلاحظ وجود قيمة موجبة وهذا يعني إن الحل ليس أمثل 


لذلك فإن المتغير ,× سوف يكون هو الممتغير الداخل ولتحديد المتغير الخارج سوف نستخدم قاعدة 
أقل النسب وكالآق: 
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الحد الأعلى د ,× 
20= )10/(1/2 
20= )10/(1/2 


20/(5/2) =8 (Min) 


رقم الصف 
1 
2 


3 


البرمجة الخطية 


من الجدول أعلاه يتضح إن المتغير الخارج هو ,ل ویتم توضيح الحالة بجعل الرقم الناتج من 
تقاطع المتغيرين الداخل والخارج أكثر بروزا" من بقية الأرقام وكما هو موضح بالجدول (2-1)وبوساطة 
استخدام عملية المحور نحصل على الحل الجديد وكالآتي: 


.١‏ يقسم صف المحور (الصف الثالث ) على (5/2) ليكون مقدار معامل ,× يساوي واحد. 


؟. يضرب ناتج قسمة صف المحور على (5/2) ب (1/2) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد 1 من 
الصف الأول. 


۳. يضرب ناتج قسمة صف امحور على (5/2) ب (1/2) ويطرح من الصف الثاني لاستبعاد 


الصف الثاني. 


وعلى هذا الأساس فإن جدول السمبلكس الجديد يصبح بالصيغة الآتية: 


b 


6 


6 


8 


2-0 


0 0 

1 1 
7/5 1/5 
3/5 1/5 
1/5 2/5 
-11 3 


الجدول (3-1) 
0 25 


1 1 


2 5 


0 1 


من الجدول (3-1) الحل الممكن الأساسي هو: 


0-6 2272-0 


2 
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2-8 


20 


1 


BV. 


Ql 


من 


25 


20 


البرمجة الخطية Resets Sevase sss‏ 2ز 2 ز2ز2 2 2 2 ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز [ ز ذا 


الحل في أعلاه هثل الحل الأمثل لعدم وجود قيم موجبة في صف الأرباح النسبية. 
مثال (18-1):أوجد الحل الأمثل لأنموذج البرمجة الخطية (.1.5) الخاص بإنتاج 4 أنواع من الدراجات 
الهوائية وا معرف في المثال (3-1) بوساطة طريقة السمبلكس. 
S.T Max Z= X, + 2X, + 3X,+ 2X,‏ 
2X, + 3,‏ +( + ,2 
0 ,4 + ,2۸ + ,4۸ +3۸ 10< 
XX XX, >0‏ 


الحل: 
يحول الأنموذج إلى الصيغة القياسية بوساطة إضافة المتغيرات الوهمية وكالآن: 


Max 7 = X, + 2X, + 30+ 21, 
5.1 


0- ,£ + ,20+37 + ,۸ + ,2۸ 
0- + ,4 + ,2 + ,4۸ + ,3۸ 
XK, Ky XK, XX, X, >0‏ 
تمثل الصيغة القياسية بوساطة الجدول وكالآي: 


)4-1( الجدول‎ 
6 1 5 3 2 0 0 
© By 1 0 0 1 1 1 ١ 
0 2 1 2 3 1 0 10 
0 : 3 4 2 4 0 1 120 
6 1 2 3 2 0 0 2-0 


من الجدول (4-1) يتضح إن المتغير الداخل هو ,× لأنه ملك أعلى ربح نسبي ولتحديد المتغير 


الخارج نستخدم قاعدة أقل النسب (16260 (Minimum‏ وكالآق: 
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الحد الأعلى 2 ١‏ رقم الصف 
5 = 150/2 17 1 
60(Min)‏ = 120/2 1 2 


من الجدول في أعلاه يتضح إن المتغير الخارج هو ,7 وبوساطة استخدام عملية المحور نحصل 
على الحل الممكن الأساسي الجديد وكالآق: 
.١‏ يقسم صف المحور (الصف الثاني ) على (2) ليكون معامل ,7 مساوي للواحد. 
1 يضرب صف المحور بعد قسمته على (2) ب (2) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد ب من 


الصف الأول. 
العمليات في أعلاه موضحة في الجدول الآني: 
الجدول (5-1) 
0 0 2 3 3 1 9 
b‏ 59 
BV. 1 4 4 1 1 7‏ 
30 1 1 31 0 3 1 1 0 
60 1/2 0 2 1 2 3/2 1 3 
C 2 -4 0 -4 0 -3/2 2-0‏ 


ما إن صف الأرباح النسبية في الجدول (5-1) لا يحتوي على قيم موجبة فهذا يعني إن الحل 
ا ممكن الأساسي هو حل أمثل أي إن: 
2-0 ; 60- ,£ 0 == ,= ري - X۸‏ 


هذا يعني إن الشركة سوف تقوم بإنتاج نوع واحد من الدراجات وهو (©) معدل إنتاج 
أسبوعي يبلغ (60) دراجة وهذا يؤدي إلى الحصول على أقصى ربح ممكن للشركة وهو 180 الف 
دينار أسبوعيا إن السبب في إنتاج نوع واحد من الدراجات يعود إلى إن هذا النوع هو الأكثر ربحا 
مقارنة مع الأنواع الأخرى أما فيما إذا رغبت الشركة في إنتاج كل الأنواع فإن ذلك يتطلب أضافه قيود 
حدود دنيا لكل نوع من الدراجات أكبر من الصفر. 
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مغال(19-1):أوجد الحل الأمثل لأنموذج البرمجة الخطية (1.5) الخاص بإنتاج نوعين من الحقائب 
الجلدية واممعرف في المثال (1-1) بوساطة طريقة السمبلكس. 


Max Z= 300X, + 2001 
S.T 


X, > 0‏ +2۸ 
0 > ,2 + ,3۸ 
XX, < 0‏ 
الحل: 
يحول أنموذج البرمجة الخطية (1.۲) إلى الصيغة القياسية وكالآتي: 
Max Z = 3001, + 2001)‏ 
S.T‏ 


0-= ,+ + ,21 
0 - ,×+ ,2+ ,3۸ 
XK, Xe Xe X, >0‏ 
حل الصيغة القياسية لأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) موضح بالجدول (6-1): 


)6-1( الجدول‎ 
C; 300 200 0 0 
6 b 
B.V. 1 1 1 1 
0 2 1 1 0 100 
3 
0 3 2 0 1 120 
4 
C 300 200 0 0 2-0 
0 0 1/3 1 2/3 20 
3 
300 1 1 2/3 0 1/3 40 
0 
C 0 0 0 -0 2-0 


الحل الأمثل لأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) هو: 
X= 40< X, =0. 7-20 : 2 - 0‏ 


2 
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من الجدول الثاني المعروف في الجدول (6-1) نلاحظ وجود حل أمثل ثاني وذلك بسب كون 
معامل أحد المتغيرات غير الأساسية في جدول الحل النهائي (الثاني) في صف الأرباح النسبية مقداره 
صفر وهو المتغير ,× وهذا يعنى إنه بالإمكان دخول المتغير ,× كمتغير أساسى وذلك سوف لا يؤثر 
على قيمة 2 أي تبقى ثابتة وعليه يمكن الاستمرار بطريقة السمبلكس للتوصل إلى الحل الأمثل الآخر 
والذي يسمى بالحل البديل (Alternative Solution)‏ والذي يعطى مرونة أكثر ممتخذ القرار ف اتخاذ 
القرارات وكالآت: 1 


CG 300 200 0 0 
6 b 
BV. X 1 1 1 
0 0 1/2 0 1 -1/2 40 
3 
1.۰ 1 3/2 1 0 1/2 60 
۲ 
6 0 0 0 100 2-0 


الحل الأمثل الثاني لأنموذج البرمجة الخطية (.5.آ) هو: 
X =0 <۸, 60, 7-40 ; 22 0‏ 


عمود المتغير الداخل أي المتغير الذي يتحول من غير أساسي إلى أساسي في كل مرحلة من 
مراحل طريقة السمبلكس يطلق عليه بعمود ا محور كما إن قاعدة أقل النسب المستخدمة لإيجاد 
ا متغير الخارج تطبق فقط على القيم ال موجبة في عمود المحور والسبب في ذلك يعود إلى أن الزيادة في 
المتغير الداخل يصاحبها نقصان في المتغير الخارج أي إن القيم الصفرية أو السالبة في عمود المحور 
سوف لا تحدد قيمة الزيادة في المتغير الداخل وعلى هذا الأساس لو افترضنا إن قيم عمود المحور كلها 
سالبة أو صفرية فإن ذلك يعني إن قيمة دالة الهدف ممكن إن تتزايد بشكل غير محدود أي إن 7 
تكون غير مقيدة. 
مثال (20-1): أوجد الحل الأمثل لأنموذج البرمجة الخطية (1.2) الخاص بشركة نقل المسافرين 
وامعرف بامثال (6-1) باستخدام طريقة السمبلكس. 
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البرمجة الخطية 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2ز 2 2ز2ز2ز2ز2ز 2 ز ز2ز2ز2ز2ز2ز 2 ز 2 ز 2 ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز 1 ااا 


Max 7 - 51 - 2X, + 8X, + 6X, + 10 X, 
S.T 
1 > 0 


5X, + 5X, + 1 > 0 


57+ 11, > 0 
Xe Xe Xe XX, > 0 


الحل: 
يحول أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) إلى الصيغة القياسية بإدخال المتغيرات الوهمية وكالآق: 


Max 2 - 51 -2X, + 817 + 61+ 10 7, 
S.T 


1 +7 


34 


= 10 
5X, + 5X, +11, +X, = 0 


5۸, + 11, +, - 0 


X >0 j=12....... 8‏ 
نبدأ أولا بإيجاد الحل الممكن الأساسي الأولي وكما موضح بالجدول (7-1) 
الجدول (7-1) 
١ 1 0 0 0 0 1 0 0 10‏ 0 
2000 0 1 0 0 0 11 5 5 1 0 
1500 1 0 0 11 5 0 0 0 0 
2-0 0 0 0 10 6 8 و 5 9 


من الجدول (7-1) يتضح إن الحل هو غير أمثل لاحتواء صف الأرباح النسبية على قيم موجبة 


لذلك فإن المتغير الداخل هو ,7 لأنه ذو أعلى ربح نسبي ومعرفة المتغير الخارج نستخدم قاعدة أقل 
النسب وكالآق: 
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الحد الأعلى ل ,× 


1500/11 (Min) 


رقم الصف 
1 
2 
3 


البرمجة الخطية 


من الجدول في أعلاه يتضح إن المتغير الخارج هو ,7 وبوساطة استخدام عملية المحور نحصل 


على الحل ا ممكن الأساسي الجديد بقسمة صف ال محور (الصف الثالث ) على (11) ليكون معامل ,× 
يساوي واحد» عملية ال محور موضحة في الجدول (8-1): 


10 


2000 


1500/11 


Z=15000/11 


من الجدول (8-1) الحل الممكن الأساسي هو: 


وكالآق: 


الحد الأعلى ل ,× 


2000/11 (Min) 


الجدول (8-1) 
10 6 
1 1 
0 0 
0 0 
1 5/11 
0 16/11 


8 


Ql 


X=, =X, = X= 0 ; ,=1500/11 ; 72> 1‏ 
وهذا الحل لا هثل حل أمثل لوجود قيم موجبة في صف الأرباح النسبية وعليه فإن المتغير 
الداخل هو ,7 لأنه ذو أعلى ربح نسبي وباستخدام قاعدة أقل النسب هكن معرفة المتغير الخارج 


B.V. 


رقم الصف 
1 
2 


3 


البرمجة الخطية Sse‏ بنبب-ب-ج-ج202020-2 2 2 2 2 2ز 2ز2ز2ز2ز2ز 2 ز2ز2ز ز2ز2ز ز2ز ز2ز2ز 2 ز 2 ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز 1 ذا 


من الجدول في أعلاه يتضح إن الصف الثاني هو صف المحور وامتغير الخارج هو ,7 وبوساطة 


استخدام عملية المحور نحصل على الحل الجديد بقسمة صف ال محور على (11) ليكون معامل ,× 
يساوي واحد» عملية المحور موضحة في الجدول (9-1): 


)9-1( الجدول‎ 
0 0 
© 2 8 6 10 0 
BV 17 ES نا‎ 1 TD 
0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 10 
۸ 1 5/11 5/11 1 0 0 0 1/11 0 200/11 
10 4 0 0 0 5/1 1 0 0 1/11 1500/11 
C 15/11 -62/1 0 16/11 0 0 -8/11 -10/11 | 1 


من الجدول (9-1) الحل الممكن الأساسي هو: 


X=, = X= 0< X, =2000/11« X4 = 1500/11 ; 7= 1 


وهذا الحل لا هثل حلا أمثلا لوجود قيم موجبة في صف الأرباح النسبية حيث إن المتغير ,7 
ثل المتغير الداخل لأنه ذو أعلى قيمة موجبة وباستخدام قاعدة أقل النسب يتم معرفة المتغير 
الخارج وكالآق: 


اا الأعلى 1 B.V.‏ رقم الصف 


1 


2 


3 1 )1500/11(/ (5/11) =300 (Min) 
من الجدول في أعلاه يتضح إن الصف الثالث هو صف احور والمتغير ,7 هو المتغير الخارج‎ 


وبوساطة استخدام عملية ا محور نحصل على الحل الجديد بقسمة صف ال محور على (5/11) ليكون 
معامل ,7 يساوي واحد. عملية المحور موضحة في الجدول 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1[ ا ااا ا 


Linear Programming 


(10-1)ويلاحظ إن المتغير الداخل في أحد ال مراحل ممكن إن يكون متغير خارج في مرحلة أخرى 


)10-1( الجدول‎ 
0 0 
4 5 58 8 6 10 0 
6 / b 
BV 4 1 7 X, 74 1 78 
0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 10 
۸ 12 5/11 5/11 1 0 0 0 1/11 0 2000/11 
1 
5 ٤ 0 0 0 ١ 11/5 0 0 1/5 300 
C 15/11 6211 0 . -165 0 -8/11 -65 Z=1800+(16000/11) 


من الجدول (10-1) الحل الممكن الأساسي هو: 


X =X, = X= 0 < X,= 2000/112٠ = 300 ; 22 1800 + 7/1 


وهذا الحل لا هثل حلا أمثلا لوجود قيم موجبة في صف الأرباح النسبية حيث إن المتغير ,× 
يمثل المتغير الداخل وباستخدام قاعدة أقل النسب يتم معرفة المتغير الخارج وكالآق: 


الحد الأعلى ل ,× B.V.‏ و الب 
(Min)‏ 10 = 1 / 10 7 1 
400 = )5/11( /)2000/11( 17 2 
8 1 3 


من الجدول في أعلاه يتضح إن الصف الأول هو صف المحور والمتغيع7 هو المتغير الخارج 
وبوساطة استخدام عملية ا محور نحصل على الحل الجديد بضرب صف امحور ب (5/11) ويطرح من 


الصف الثاني لاستبعاد ,× من الصف الثاني. 
عملية امحور موضحة بالجدول (11-1): 
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البرمجة الخطية Sass anes ages SG‏ ز ز ز 1[ 1 ااا كا 


)11-1( الجدول‎ 
0 0 
0 6| 5 2 8 6 10 0 
0 b 
50002 DME ا‎ 
5 12 1 0 0 0 0 1 0 0 10 
1 
۸ ۲ 0 5/11 1 0 0 -5/11 1/11 0 1950/11 
1 
1 ٤ 0 0 0 ١ 11/5 0 0 1/5 300 
C 0 6011 0 . -16/5 -15/11 11 -6/5 Z=1850+(15600/11) 


من الجدول (11-1) الحل الممكن الأساسي هو: 


X= 10< X= X,=0 < 1, = 1950/11, = 300 : 7= 1850+ 1 


وهذا الحل ثل الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية (1.5) لعدم وجود قيم موجبة في صف 
الأرباح النسبية وهذا الحل هشل عدد السيارات العاملة من كلا النوعين ( 5 راكب ) و(11 راكب) 
على الخطين ويلاحظ وجود قيم كسرية في الحل وهذا غير منطقي لأن أعداد السيارات يجب إن تكون 
أعداد صحيحة وللتغلب على هذه المشكلة يتم استخدام ما يسمى ببرمجة الأعداد الصحيحة والتي 
سوف يتم تناولها لاحقا. 
مثال (21-1):أوجد الحل الأمثل بلسألة البرمجة الخطية (.2..آ) الآتية: 


Min 2 - -3/ +5X, - 21 
S.T 


X+2X, + 7, > 0 
1+ 7+ 27 >0 
2۸+ 4), + 3, > 0 

XXX, >0 
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الحل: 
المسألة في أعلاه تمثل مسألة تقليل والاختلاف الوحيد في الحل عن مسائل التعظيم هو إن 
المتغير الداخل سوف يقابل المعامل الأكثر سالبية في صف الأرباح النسبية € حيث إن المعامل 
السالب يشير إلى إن المتغير غير الأساسي ( الداخل ) عندما يتزايد سوف يقلل قيمة دالة الهدف وبهذا 
فإن الحل الممكن الأساسي سوف يكون حلا أمثلا عندما تكون كل قيم € غير سالبة. 
هنالك طريقة ثانية لحل مسائل التقليل وذلك بتحويلها إلى مسائل تعظيم من خلال ضرب دالة 
الهدف ب (1-) بحيث إن: 
Min (Z) = Max (-Z)‏ 
لحل مسألة البرمجة الخطية (.1.۲) نبدأ أولا بتحويلها إلى الصيغة القياسية من خلال إضافة 
المتغيرات الوهمية وكالآق: 
Min Z=-3X, +5X, - 21‏ 
S.T‏ 
X +2, +X, +X, = 0‏ 


X +X, +2۸, +۸ = 0 


5 


2۸, + 4۸, + 3, + = 0 


X >0 j =12.....6 


الحل الممكن الأساسي الأولي موضح بالجدول (12-1): 
الجدول (12-1) 


1 1 1 2 0 1 0 30 
4 2 4 3 0 0 1 40 
© 3 5 -2 0 0 0 Z=0 
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من الجدول (12-1)الحل الممكن الأساسي الأولي هو حل غير أمثل لوجود قيم سالبة في صف الأرباح 
النسبية وإن المتغير ,7 هو المتغير الداخل لأنه يقابل الأكثر سالبيه في صف وبوساطة استخدام قاعدة 
أقل النسب يتم معرفة المتغير الخارج وكالآق: 


الحد الأعلى لد ,× B.V.‏ رقم الصف 
X 20/1 = 20‏ 1 
0 = 30/1 1 2 
0 = 40/2 1 3 


من الجدول في أعلاه يلاحظ إن هنالك صفين (قيدين ) لهما نفس القيمة الدنيا للحد الأعلى للمتغير 
,۸ وهي (20) وهذا يعني إن زيادة ,× إلى (20) سوف تؤدي إلى إن كل من المتغيرين الأساسيين ,> 
و .ل تكون ذات قيم صفريةء هذه الحالة ممكن إن تدخل تعقيدات تقود إلى تقليل كفاءة طريقة 
السمبلكس» سوف نختار أحد المتغيرين ليكون هو المتغير الخارج وليكن ,7 فإن جدول الحل الممكن 
الأساسى هو: 


الجدول (13-1) 


14 0 1 1 1 1 0 10 
0 
1 0 0 1 2 0 1 0 
C 0 41 1 3 0 0 Z=-60 


الجدول (13-1) تكون من خلال عملية ا محور وكالآق: 
.١‏ يضرب صف الحور ( الأول ) ب (1) ويطرح من الصف الثاني لاستبعاد ,× من الصف الثاني. 
۲. يضرب صف المحور ( الأول ) ب (2) ويطرح من الصف الثالث لاستبعاد ,× من الصف الثالث. 
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من الجدول (13-1) يلاحظ بأن أحد المتغيرات الأساسية يكون ذو قيمة صفرية وهو X,‏ لذلك 
فإن الحل الممكن الأساسي الذي هلك واحد أو أكثر من المتغيرات الأساسية تكون قيمها صفرية يدعى 
حل ممكن أساسي من حل «(degenerate)‏ ف هذا المثال فإن الحل الممكن الأساسي مثل حلا أمثلا وهو: 

X=20 ۸ =۸, == 0, = 10 :2- 0 

قد يؤدي وجود الانحلال في الحلول إلى إدخال تعقيدات في طريقة السمبلكس فقد تستمر 
الطريقة في عدة مراحل بدون تطور في قيمة 7 أي إن قيمة 2 تبقى ثابتة وفي الحقيقة إن العديد 
من الأمثلة تكون ممكنة الحل نظريا لكن طريقة السمبلكس ممكن إن تستمر بدورات لانهائية وفي 
النهاية تفشل بالوصول إلى الحل الأمثل وهذا ما يدعى ب وصنكتره. 
مثال(22-1):أوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية (.2..آ) الآتية: 


Max Z= 22 + 3۸, 
S.T 


X۸ -X +۸, =2 
-3 +۸, +X, =4 
X> 0 j = 1234 


الحل: 
حل مسألة البرمجة الخطية (.1.۲) موضح بالجدول (14-1): 


الجدول (14-1) 


0 X 2 0 1 1 6 
5 
3 X 3 1 0 1 4 
2 
C 11 0 0 3 712 
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من الجدول (14-1) يلاحظ إن الحل ا ممكن الأساسي للجدول الثاني هو حل غير أمثل إذ إن 
ا متغير غير الأساسي , ممكن إن يصبح متغير أساسي ويزيد من قيمة دالة الهدف إلا إن قاعدة أقل 
النسب تفشل في تحديد المتغير الخارج لأن قيم عمود المحور سالبة أي إن بزيادة ,7 فإن كل من 
المتغيرين الأساسيين ,17 و ,× سوف تتزايد كذلك أي إن قيمة دالة الهدف تصبح متزايدة بصورة غير 
معرفة وهذا يؤدي إلى إن الحل يكون غير محدود بمسألة (.1.۲) لذلك فإن فشل قاعدة أقل النسب في 
تحديد المتغير الخارج في أي جدول سمبلكس يشير إلى إن مسألة البرمجة الخطية (5.]) تملك حل غير 


محدود. 


7-2-3-1 طريقة M‏ الكبيرة The Big M Method‏ 
نفترض قيود مسألة البرمجة الخطية (1.۲) الآتية: 
(11-1) 6 > 20+27 
(12-1)........ 4 < ,2 +21 
X+X, =3... )13-1(‏ 
تحويل القيد (11-1) إلى الصيغة القياسية يكون بإضافة المتغير الوهمي وكالاتي: 
+X, = 6‏ ,20+21 
أما القيد (12-1) فإن تحويله إلى الصيغة القياسية يكون بوساطة تحويل إشارة القيد من (<) 
إلى (>) وذلك بضرب طرفي القيد ب (1-) ومن ثم إضافة المتغير الوهمي وكالآق: 
X= - 4 )14-1(‏ + ,21 - 27- 
إن أحد فرضيات طريقة السمبلكس إن الأطراف اليمنى للقيود تكون موجبة: إن المتغير 
الوهمي هثل متغير أساسي في الحل الممكن الأساسي الابتدائي وعلى هذا الأساس فإن المتغير ,1 سوف 


يأخذ قيمة سالبة في الحل الابتداي أي 4 -) لأن المتغيران ,7 و ,× هي متغيرات غير أساسية في الحل 
الابتدائي أي إن قيمها تساوي 
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صفر وها إن المتغير الوهمي هثل الفرق بين الطرف الأهن والأيسر للقيد فإنه سوف يأخذ قيمة 
سالبة وهذا يتضح من المعادلة (14-1) وهذا غير جائز لأن المتغيرات الوهمية قيمها أكبر أو تساوي 
صفر وللتغلب على هذه المشكلة نضرب طرف المعادلة (14-1) ب (1-)فتتحول إلى: 


E )15-1(‏ 21/7 2/2 
ولكن هذا يؤدي إلى إن المتغير ,× سوف لا هشل متغير أساسي لأن معامله هو (1-) وللتغلب على هذه 
ا مشكلة يتم إضافة ما يسمى بامتغيرات الاصطناعية (artificial variables)‏ بحيث: 
)16-1( اك = 2X4 X1‏ +20 


وبذلك يكون المتغير الاصطناعي هو المتغير الأساسي الابتدائي أي 4 X,=‏ والمتغير الوهمي ,7 يكون 
متغير غير أساسي وبذلك فإن قيود مسألة البرمجة الخطية (1.:5) تكون بالصيغة الآتية: 


1+ 2X, +X, =6 es. .)17-1( 
2X +2, K+ ¥ =4... (18-1) 
X +X, 0 )19-1( 


إن القيود في أعلاه لا تمتلك حل ممكن أساسي ابتدائي والسبب في ذلك يعود إلى عدم وجود متغير 
أساسي للمعادلة (19-1) ولذلك يتم إضافة متغير اصطناعي إلى قيد المساواة فيصبح: 

1 1 + X-3 
دخول المتغيرات الاصطناعية إلى دالة الهدف يكون مع معامل مقداره 24 حيث 36 تمثل رقم كبير جدا‎ 


ولكي نضمن عدم تأثير دخول المتغيرات الاصطناعية إلى دالة الهدف في الحصول على قيمة التعظيم أو 
التقليل الحقيقية لدالة الهدف فإنها سوف تدخل بإشارة سالبة إذا كانت دالة 
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الهدف تمثل تعظيم وإشارة موجبة إذا كانت دالة الهدف تمثل تقليل والسبب في ذلك يعود إلى إن 
طريقة السمبلكس سوف تبدأ أولا معالجة المتغيرات الاصطناعية لاستبعادها من دالة الهدف لأنها 
ذات معامل كبير جدا ولذلك فإنها سوف تؤدي إلى تقليل قيمة دالة الهدف في حالة التعظيم وتعظيم 
قيمة دالة الهدف في حالة التقليل ومن ثم تبدأ معالجة المتغيرات الأصلية للمسالة أي إن الحل الأمثل 
سوف يعطي قيم صفرية للمتغيرات الاصطناعية وهذا ما يطلق عليه بطريقة 36 الكبيرة. 

مثال (23-1):أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة الخطية (2.]) الآتية: 


Min 2 - 21, + 31 
S.T 


X,+ 2X, <6‏ 
4< ,2۸+ ,2۸ 
X +X, =3‏ 
XX, <0‏ 
الحل: 
نحول أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) إلى الصيغة القياسية: 


Min 2 - 27, + 31, + MX, + ر21‎ 
S.T 


X +X, + X= 
XK XK X, 2 ik X, > 0 
:)15-1( الحل الممكن الأولي موضح بالجدول‎ 
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C; 2 3 0 0 M M 
b 
BV. 1 1 1 1 1 1 
0 X, 1 2 1 0 0 0 6 
M x 2 2 0 -1 1 0 4 
M 56 1 1 0 0 0 1 3 
6 2-3M 3-3 0 M 0 0 272-71 


من الجدول (15-1) يلاحظ إن الحل هو غير أمثل لوجود قيم سالبة في صف الأرباح النسبية 


لذلك يكون المتغير,7 هوامتغير الداخل لأنه الأكثر سالبية وباستخدام قاعدة أقل النسب يتم معرفة 
المتغير الخارج وكالآق: 


الحد الأعلى ل ,× B.V.‏ رقم الصف 
6 -6/1 7 1 
(Min)‏ 2 = 4/2 7 2 
X2 3/1 =3‏ 3 


من الجدول في أعلاه يتضح إن الصف الثاني هو صف المحور لذلك فإن المتغير الخارج هو ,7 
وباستخدام عملية ال محور نحصل على الحل ا ممكن الأساسي وكالآتي: 


؟. يضرب صف المحور بعد حاصل القسمة ب (1) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد ,× من 
الصف الأول. 

۳. يضرب صف المحور بعد حاصل القسمة ب (1) ويطرح من الصف الثالث لاستبعاد من 
الصف الثالث. 

عملية ا محور موضحة بالجدول (16-1): 
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الخارج وباستخدام عملية ال محور نحصل على الحل الجديد وكالآق: 
.١‏ 
۳ 


۳ 


M 
b 
Xı X2 
-1/2 0 4 
1/2 0 2 
-1/2 1 1 
-1+3M/2 0 Z= 4M 
الكل الممكق السا هود‎ 


الجدول(16-1) 


1-M/2 


; Z=4+M 


1 


2 


0 X 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2121212 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ز2ز2ز 2 ز 2 2ز 2 ز 2 2ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز 2 1 1 1[ ذ ذا LINGA POFFO‏ 


2 
3 6 
BV. X 
0 1 0 
۲ 1 1 
M ¥ 0 
2 

8 0 

X =2 =0 X۸, 


وهذا الحل هو حل غير أمثل لوجود قيم سالبة في صف الأرباح النسبية لذلك فإن المتغير ,7 
هو المتغير الداخل وباستخدام قاعدة أقل النسب يتم معرفة المتغير الخارج وكالآن: 


الحد الأعلى ل ,× 
8 - (4/)1/2 


1/(1/2) = 2 (Min) 


B.V. 


X2 


رقم الصف 
1 
2 


3 


من الجدول في أعلاه يتضح إن الصف الثالث هو صف احور لذلك فإن المتغير ر( هو امتغير 


يقسم صف امحور على (1/2) ليكون معامل 1 مساوي للواحد. 
يضرب صف المحور بعد حاصل القسمة ب (1/2) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد ,× من 


الصف الأول. 


يضرب صف المحور بعد حاصل القسمة ب (1/2-) ويطرح من الصف الثاني لاستبعاد 1 من 


الصف الثاني. 
عملية ا محور موضحة بالجدول (17-1): 
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)17-1( الجدول‎ 
Cc; 2 3 0 0 M M 
Cg - b 
B.V. 1 1 1 1 74 X2 
0 X 0 1 1 0 0 1 3 
3 
۲ 1 1 1 0 0 0 1 3 
4 0 0 0 1 1 2 2 
C 0 1 0 0 M -2+M 2-6 


الحل الممكن الأساسي هو: 
X =3 =0 52-6‏ 
وهذا الحل هثل حلا أمثلا لعدم وجود قيم سالبة في صف الأرباح النسبية وكذلك المتغيرات 
الاصطناعية هي متغيرات غير أساسية أي إن قيمها صفرية مع ملاحظة ما ياي: 
.١‏ إضافة المتغير الاصطناعي إلى القيد هو من أجل توفير متغير أساسي في الحل الممكن الأساسي الابتدائي ومجرد 
تحويله إلى متغير غير أساسي فإنه بالإمكان عدم الاحتفاظ به في جدول السمبلكس أي حذف العمود 


المتمثل بالمتغير الاصطناعى. 

۲. ظهور واحد أو أكثر من المتغيرات الاصطناعية بقيم موجبة في الحل الأمثل يعني إن المسألة 
الأصلية ليس لها حل ممكن. 1 

۳. عند حل مسالة الرمجة الخطية (L.P.)‏ بوساطة الحاسوب فإن الحاسوب سوف يخصص اعلى 
قيمة ممكنة ل 21. 


مثال(24-1): أوجد الحل الأمثل للسألة البرمجة الخطية (5]) الآتية: 


Max Z= 5X, +2X, + 4X, 
S.T 


X, +2, +X, <0 
2X, +3, + ۸, <8 
X+ 2X, < 6 

XXX, >0 
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الحل: 
الصيغة القياسية لمسألة البرمجة الخطية (.1.۲) هي: 


Max Z= 5X, + ي/2‎ + 4X, - MX, - MX, 


S.T 
X +2, +X, +X, = 0 
LE Sh. Hh, aE 
X,+ 2X, 54 +, =6 
X, >0 j= 1...6 
7 <0 
:)18-1( الحل الممكن الأساسي الأولي موضح بالجدول‎ 
)18-1( الجدول‎ 
95 5 2 4 0 0 0 M M 
E 7 1 dS NNT 0 
0 1 1 2 1 1 0 0 0 0 ١ 
Xı 2 3 1 0 1 0 1 0 8 
X2 0 1 2 0 0 1 0 1 6 
9 5+2M  2+43M 4+3 0 -M -M 0 0 Z=-14M 


من الجدول (18-1)الحل ال ممكن الأساسي الأولي هو: 


X=, =۸, =0, A 57 6 ز‎ 2- - 41 


1 1 


في صف الأرباح النسبية لذلك فإن المتغير ,1 هو المتغير الداخل لأنه يقابل القيمة الموجبة الأعلى في 
صف الأرباح النسبية وباستخدام قاعدة أقل النسب هكن معرفة المتغير الخارج وكالآق: 
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الحد الأعلى ل ,× B.V.‏ رقم الصف 
5 -10/2 12 1 
(Min)‏ 8/3 1 1 2 
X 6/1 =6‏ 3 


من الجدول في أعلاه يتضح إن الصف الثاني هو صف امحور ولذلك فإن المتغير 7/2 هو امتغير 
الخارج لذلك يتم استبعاده من جدول السمبلكس وباستخدام عملية ال محور نحصل على الحل 
الجديد وكالآق: 
.١‏ يقسم صف المحور على (3) ليكون معامل ,2 مساوي للواحد. 
؟. يضرب صف المحور بعد حاصل القسمة ب 2) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد ,× من 
الصف الأول. 


۳. يطرح صف الحور بعد حاصل القسمة من الصف الثالث لاستبعاد ر من الصف 
الثالث. 
عملية ا محور موضحة بالجدول (19-1): 


)19-1( الجدول‎ 
5 2 4 0 0 0 M 
6 8 
BV. 01 1 1 1 Xx XxX 7y 5 

1 3 9 4 5 6 X2 
0 1 1/3 0 1/3 1 2/3 0 0 14/3 
۲ 1 2/3 1 1/3 0 1/3 0 0 8/3 
-M X2 2/3 0 5/3 0 1/3 -1 1 10/3 

11/3-2/3M 0 10/3+5/3M 0 2/3+1/3M -M 0 Z=16/3-10/3M 


من الجدول (19-1)الحل الممكن الأساسي هو: 


X=, = 0X, = 8/ 3:7, =14/3« | د‎ 0: = 10/3; 2 = 16/3 - 10/3 
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وهذا حل غير أمثل لأنه يحتوي على قيم موجبة لأحد المتغيرات الاصطناعية إضافة إلى وجود 
قيم موجبة في صف الأرباح النسبية لذلك فإن المتغير ,1 هو المتغير الداخل لأنه يقابل القيمة 
الموجبة الأعلى في صف الأرباح النسبية وباستخدام قاعدة أقل النسب هكن معرفة المتغير الخارج 


وكالآق: 
الحد الأعلى ل ,× B.V.‏ رقم الصف 
14 = (1/3) /)3 /14( 7 1 
8= )1/3( /(8/3) 1 2 
Xs (10/3)/(5/3) = 2 (Min)‏ 3 


من الجدول في أعلاه يتضح إن الصف الثالث هو صف المحور ولذلك فإن المتغير ر( هو 

المتغير الخارج وعليه يتم استبعاده من جدول السمبلكس وباستخدام عملية ال محور نحصل على الحل 
الجديد وكالآق: 

.١‏ يضرب صف احور ب (3/5) ليكون معامل X‏ مساوي للواحد. 

۲. يضرب صف المحور بعد حاصل الضرب ب (1/3) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد ,× من 

الصف الأول. 

۳. يضرب صف احور بعد حاصل الضرب ب ( 1/3) ويطرح من الصف الثاني لاستبعاد 1 من 

الصف الثاني. 
عملية ا محور موضحة بالجدول (20-1): 


الجدول (20-1) 


5 2 5 2 4 0 0 0 1 
8 
0 x 1 1 1 1 1 
0 1/0 0 0 1 3/5 1/5 4 
4 
۲ </0 1 0 0 2/5 1/5 2 
2 
3 2/0 0 1 0 1/5 3/5 2 
۳ 
C 0 0 0 0 0 2 2-2 
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من الجدول (20-1) الحل الممكن الأساسي هو: 
X =0 < ۸, =2 X1, =2. =4 ;7=2‏ 


وهذا الحل لا يحتوي على متغيرات اصطناعية بقيم موجبة ومع ذلك فهو حل غير أمثل لوجود 
قيم موجبة في صف الأرباح النسبية لذلك فإن المتغير ,7 هو المتغير الداخل لأنه يقابل القيمة 
الموجبة الأعلى في صف الأرباح النسبية وباستخدام قاعدة أقل النسب يتم معرفة المتغير الخارج 
وكالآق: 
الحد الأعلى ل ,× B.V.‏ رقم الصف 
> : 


2 2/(4/5) = 5/2(Min) 


3 


3 


من الجدول في أعلاه يتضح إن الصف الثاني هو صف المحور والمتغير ,1 هو المتغير الخارج» 
المراحل المتبقية لطريقة السمبلكس موضحة بالجدول (21-1): 


الجدول(21-1) 


0 0 0 4 2 تان 
م 7 7 0 7 1 اك 
9/2 1/4 1/2 1 0 1/4 0 ا 0 
5/2 1/4 12 0 0 5/4 1 1 5 
3 1/2 0 0 1 1/2 0 1 4 
(25/2)+2-12 3/4 52 0 0 25/4 0 1 
9 1/2 1 3 0 1/2 0 0 
7 1/2 0 1 0 مه 1 1 5 
١ 0 1/2 1 0 0 1/2 3‏ 4 
C 0 -15/2 0 5 0 -1/2 22 7‏ 
الحل الأمثل هو: 


10-7: 2-0273 ; 22 47 


1 
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AS SAAS البرمجة الخطية‎ 


مثال (25-1): أوجد الحل الأمثل ملسألة البرمجة الخطية (.5..آ) الآتية: 


Max Z= 5X, + 6X, + 7۸, 
S.T 


2۸, + ۸, +3, > 0 
X+ X, + X < 60 


X +X, > 30 
1 > -20 
1 > 0 
X, >0 


الحل: 
نفترض العلاقات الآتية: 
بعد إدخال العلاقات في أعلاه إلى مسألة البرمجة الخطية (5.]) فإنها تتحول إلى الصيغة الآتية: 


Max Z= 7X, + 5X, + 6K, - 0 
S.T 


X=, +20 ; X,= +0 


3۸, + 2, + > 0 
X,+ ۸+, >0 
X,+ ۸,< 0 
XXX, > 0 
الصيغة القياسية للصيغة في أعلاه هي:‎ 
Max Z=7X, + 5X, + 6K, - MX, - 220 


S.T 
3, + 2X, + X4+ XK, = 0 
X,+ X,+ X, +X, = 0 
+X, ANE 


X>0 j=3....8 
X0 
:)22-1( الحل الأمثل لمسألة البرمجة الخطية (.۲.ا) موضحة بالجدول‎ 
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الجدول(22-1) 
-M‏ 0 0 0 6 8 7 

© | BV. 1 1 1 1 1 1 7 1 

180 0 0 0 1 1 2 3 م 0 

0 17 1 1 1 0 1 0 0 100 

M 77 0 1 1 0 0 1 1 70 
C 7 5+M 6M 0 0 M 0 Z=-70M 

0 3 1 0 1 0 1 110 

0 1 0 0 0 1 1 30 

6 1 0 1 1 0 0 1 70 
ع6‎ 7 -1 0 0 0 6 Z= 0 

0 1 0 1 3 2 20 

۷ : 1 0 0 0 1 ١ 30 

6 7 0 1 1 0 0 1 70 
26 -1 0 0 7 -1 Z= 60 


الحل الأمثل للمسألة هو: 
۸X, = 30 7-70 ; 7= 630 - 220 = 0‏ 
أما الحل الأمثل للمسألة الأصلية فهو: 


1, = 7, - 20 = 0 
X= X,- 20 = 0 
۸, = 0 
Z = 40 


4-1 طريقة السمبلكس ذات ال مرحلتين 
The Two - Phase Simplex Method‏ 


تستخدم هذه الطريقة لإيجاد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية )1.٨.(‏ بعد إضافة المتغيرات 
الاصطناعية لها وهي تكون على مرحلتين وهما: 
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المرحلة الأولى: تهدف هذه المرحلة إلى إيجاد الحل الممكن الأساسي الأولي للمسألة الأصلية أي 
إزالة المتغيرات الاصطناعية, دالة الهدف تمثل مجموع المتغيرات الاصطناعية وهي دالة تقليل أي إن 


تكون صقن 


المرحلة الثانية:الحل النهائي للمرحلة الأولى هثل حل أمثل لدالة الهدف التي تمثل مجموع 
المتغيرات الاصطناعية وليس حل أمثل لدالة الهدف الأصليةء لذلك فإن الجدول النهائي للمرحلة الأولى 
يصبح جدول أولي للمرحلة الثانية بعد استبعاد المتغيرات الاصطناعية وتستبدل دالة الهدف بالدالة 


الأصلية ومن ثم تطبق طريقة السمبلكس للحصول على الحل الأمثل. 


مثال (26-1): باستخدام طريقة السمبلكس ذات المرحلتين أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة 


الخطية (.1..2) ال معرفة بالمثال (23-1): 


الحل: 
نبدأ أولا بالمرحلة الأولى: 


Min 2-2 27, + 31, + 31 ع7‎ MX, 


5.1 
1+ 2X, +X, =6 
22, - +۸ =4 
ER و‎ 
O E ET 
ا‎ Min G=X, +X, 
S.T 
X +2, +X, - 6 
2۸+2, - 4ج‎ 1 
1+ 1 + (=3 
XL, Xe LEL, XX 
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حل المرحلة الأولى موضح بالجدول (23-1): 


)23-1( الجدول‎ 
6 0 0 0 1 1 
b 
2 
5 BV. 1 1 1 7 Xı X2 
0 X 1 2 1 0 0 0 6 
3 
1 Xı 2 2 0 1 1 0 4 
1 X2 1 1 0 0 0 1 3 
C 3 -3 0 0 0 0 G=7 
0 14 0 1 1 1/2 1/2 0 4 
23 
0 14 1 1 0 1/2 1/2 0 2 
2 
1 X 5 0 0 0 1/2 1/2 1 1 
ع2‎ 0 0 0 1/2 32 0 G=1 
0 37 0 1 1 0 0 1 3 
9 
0 X 1 1 0 0 0 1 3 
£ 
0 X 0 0 0 1 1 2 2 
4 
C 0 0 0 0 1 1 G=0 
7 - =0 : G=0 


للحصول على الحل الأمثل للمرحلة الثانية نستخدم المرحلة الأخيرة من الجدول (23-1) كجدول 
أولي ويتم استبعاد أعمدة المتغيرين ,7227 وكذلك استبدال دالة هدف المرحلة الأولى بدالة الهدف 
الأصلية: 


Min Z=2X, + 31, 


وباستخدام دالة الهدف الأصلية يتم إيجاد صف الأرباح النسبية الجديدء الحل الأمثل للمرحلة الثانية 
موضح بالجدول (24-1): 
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الجدول (24-1) 


6 2 0 0 0 
C, b 
BV. 1 4 1 1 
0 0 1 1 0 3 
3 
2 1 1 0 0 3 
1 
0 0 0 0 1 2 
4 
C 0 1 0 0 2-6 
الحل الأمثل للمسألة هو:‎ 
1-32 7-0, 7,3 =2 226 


مثال(27-1): باستخدام طريقة السمبلكس ذات المرحلتين أوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية 
(.5..آ)امعرفة با مثال (24-1): 
و1 - 213 Max Z=5X, +2X, + 4X,-‏ 
S.T‏ 


X + 21, +X, +X, = 0 
2X +3, +X, -X, + Xı =8 
X +2۸, -X + X2 = 6 


X <0 j=lc.......«6 


الحل: 
دالة الهدف للمرحلة الأولى هي: 
Min G=X, +X,‏ 


وقيود المسألة هي نفسها قيود المسألة الأصليةء الحل الأمثل للمرحلة الأولى موضح بالجدول 
(25-1): 
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)25-1( الجدول‎ 
Cs | و‎ X X X 17 7 7 2 2 0 
9 ۲ و‎ 3 5 6 4 X2 
0 X 1 2 1 1 0 0 0 0 10 
1 37 2 3 1 0 1 0 1 0 8 
1 78 0 1 2 0 0 1 0 1 6 
ع6‎ 2 4 3 0 1 1 0 0 G=14 
0 1/3 0 1/3 1 2/3 0 2/3 0 14/3 
4 
0 2/3 1 1/3 0 -3 0 1/3 0 8/3 
0 
1 X2 2/3 0 5/3 0 1/3 -1 -3 1 10/3 
6 2/3 0 53000 -3 1 4/3 0 G= 10/3 
0 1 -5 0 0 1 3/5 1/5 -5 -5 4 
4 
0 4/5 1 0 0 2/5 1/5 2/5 1/5 2 
2 
0 2/5 0 1 0 1/5 3/5 1/5 3/5 2 
3 
ع6‎ 0 0 0 0 0 0 1 1 G=0 


الحل الأمثل للمرحل+ة الأولى هو: 
Xı =X =0 ;: G=0‏ 


جدول السمبلكس الأول للمرحلة النهائية نحصل عليه باستبعاد أعمدة المتغيرين ,27 ,× من 
الجدول (25-1) واستبدال دالة هدف المرحلة الأولى بدالة الهدف الأصلية: 


Max 2 - 51 +2X, + 4X, 


وبوساطة دالة الهدف الجديدة وباستخدام قاعدة الضرب الداخلي نحصل على صف الأرباح 
النسبية الجديد. الحل الأمثل للمرحلة الثانية موضح بالجدول (26-1): 
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6 ۵ ۳ 3 0 0 0 
6 b 
BV. X 17 1 Xk Xk 1 
0 7 1/5 0 0 1 3/5 1/5 4 
2 1 4/5 1 0 0 2/5 1/5 2 
4 2/5 0 1 0 1/5 3/5 2 
C 5 0 0 0 0 2 22-12 
0 7 0 1/4 0 1 1/2 1/4 9/2 
5 1 5/4 0 0 -1/2 1/4 5/2 
4 0 1/2 1 0 0 1/2 3 
6 0 -25/4 0 0 5/2 3/4 Z = 49/2 
0 0 1/2 0 2 1 1/2 9 
5 1 1 3/2 0 1 0 1/2 7 
4 0 1/2 1 0 0 1/2 3 
C 0 -15/2 0 -5 0 -1/2 Z=47 


الحل الأمثل للمرحلة الثانية هو: 
47 22و 9= ,۸ 3= ,۸ 0= .7= X‏ 


الذي هثل الحل الأمثل للمسألة الأصلية مع قيم صفرية للمتغيرات الاصطناعية وبمقارنة طريقة 
السمبلكس ذات ال مرحلتين مع طريقة 36 الكبيرة يلاحظ إن مراحل طريقة السمبلكس هي نفسها 
والمتغيرات في المراحل أي المتغيرات الداخلة والخارجة هي نفسها للطريقتين. 


5-1 نظرية المقابل (الثناني) Duality heory‏ 


تعتبر نظرية المقابل واحدة من أهم المفاهيم الأساسية في مسائل البرمجة الخطية (2.» 
الفكرة الأساسية لنظرية المقابل هي إن لأي مسألة برمجة خطية (50.) يوجد برنامج خطي مقترن 
معها يدعى الأنموذج المقابل لها بحيث حل مسألة البرمجة الخطية الأصلية (1.5) يعطي كذلك حل 
الأنموذج المقابل. 
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Framework Of Duality Model تكوين الأموذج المقابل‎ :1-5-1 


لتكوين الأنموذج المقابل من المسألة الأصلية للبرمجة الخطية (.1.۲) والتي تدعى المسالة الأولية 


)Primal Problem)‏ نتبع الخطوات التالية: 


A 


معاملات دالة الهدف في الأنموذج الأولي تصبح ثوابت الجانب الأهن في الأنموذج المقابل وبصورة 
مشابهة ثوابت الجانب الأمن في الأنموذج الأولي تصبح معاملات دالة الهدف في المقابل. 

تعكس إشارة اللامساواة من أصغر أو يساوي في الأولي إلى أكبر أو يساوي في المقابل أو من أكبر 
أو يساوي في الأولي إلى أصغر أو يساوي في المقابل. 

أي عمود في الأولي يعتبر قيد (صف ) في المقابل وعليه فإن عدد قيود المقابل تساوي عدد 
متغيرات الأولي. 

أي قيد في الأولي يتحول إلى عمود في المقابل وعليه فإن عدد متغيرات المقابل تساوي عدد قيود 
الأولى. 

يحب إن يكون الأموذج الأولي بالصيغة امتماثلة (دإه۴ عناعصحمرة) ويقصد بالصيغة المتماثلة إن 
كل متغيرات الأنموذج هي غير سالبة والقيود تكون بصيغة اللامساواة بحيث تكون في مسائل 
التعظيم أصغر من أو يساوي وفي مسائل التقليل أكبر من أو يساوي. 

مقابل الأموذج المقابل هو أنموذج أولي. 


ولتوضيح الخطوات في أعلاه نستعرض بعض الأمثلة: 


مثال(28-1): كون الأنموذج المقابل للأنموذج الخطي الآتي: 


Max Z= 5X, + 2۸, 
S.T 


X +X, <20 
2X, + K<0 
- 7 + 27, > 5 

XX, < 0 
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دالة الهدف للأنموذج المقابل سوف تكون تقليل وهي تحتوي على ثلاثة متغيرات بقدر عدد 
قيود الأولي ومعاملات المتغيرات تمثل الجانب الأهن للأولي: 
Min 1 - 207 + 3037 + 25 97‏ 
أما قيود المقابل فهي عبارة عن قيدين لأن الأولي يحتوي على متغيرينء القيد الأول يحتوي على ثلاثة 
متغيرات مع معاملات تمثل معاملات ,1 في قيود الأولي أي: 
+2y -y > 0‏ رو 
يلاحظ إن إشارة القيد هي أكبر أو يساوي أي عكس إشارة الأولي وإن الجانب الأهن للقيد هثل 
معامل ,7 في دالة الهدف للأوليء أما القيد الثاني فيحتوي على ثلاثة متغيرات مع معاملات تمثل 
معاملات ,× في قيود الأولي وإشارة القيد تكون أكبر أو يساوي والجانب الأيمن للقيد ثل معامل ,× 
ف دالة هدف الأولي: 
2> 27 + بو + Jy‏ 
وعليه فإن الصيغة النهائية للأنموذج المقابل هي: 
Min T=20y + 307 + 25 7‏ 
5.1 
y +27 775‏ 
+y +¥ 2‏ رو 


0د <y‏ تقوو 
3 2 1 


مثال (29-1): كون الأنموذج المقابل للأنموذج الخطي الآني: 


الا 
Max Z= X + 2۸, + 4‏ 
S.T‏ 


10 +2۸, +3۸, < 0 
2۸, +3 + ۸,< 5 
XX, X, >0 
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الحل: 
مسألة البرمجة الخطية (.1.۲) ليست بالصيغة المتماثلة لاختلاف إشارة القيود لذلك يتم تحويل 
إشارة القيد الثاني إلى أصغر أو يساوي بضرب طرفي القيد ب (1-): 
15- > ,- ,۸-3 2- 
الأموذج المقابل للأنموذج الخطي هو: 
Min 1 - 207 - 15y‏ 
S.T‏ 
y -2y >1‏ 
2y -3¥ 2‏ 
3y -¥y <1‏ 
Z0‏ لادلا 


12 2 


مثال(30-1): كون الأنموذج المقابل للأنموذج الخطي الآني: 


Min 2- 20 7, +10X,+15X,-5X, 
S.T 


2۸+ X+ XK, +3۸, >12 
X +2X,-X,+ 2۸, =4 
X >0 -حز‎ 4 
الحل:‎ 


قبل تكوين الأنموذج المقابل يجب تحويل إشارة القيد الثاني (مساواة ) إلى إشارة أكبر أو يساوي 
لكي يكون الأنموذج الأولي بالصيغة ال متماثلةء قيد المساواة يكافئ قيدين وكالآي: 


4< ,27 + ,7 - ص27 +1 
4 < ,27 + ب - 20 +1 


نحول إشارة أصغر أو يساوي إلى أكبر أو يساوي بضرب طرفي القيد ب (1-) ولذلك فإن الصيغة 
النهائية للأموذج الخطي الأولي هي: 
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Min Z= 20 X, + 10 7 + 15 7, - 5X, 
S.T 


2۸, + + 7, + 3, < 2 
-X, - 27 + 7, - 27, <-4 
1 + 27 - 7 + 27, < 4 


X >0 


الأموذج المقابل للأنموذج الخطي هو: 


j - 14 


Max T=12y -4y +457 
1 2 3 
S.T 
2y -¥y +¥ 0 
1 7 3 
y -2y +27 > 0 
1 2 3 
yy عاق دي‎ 
1 2 3 
3y - 2y + 27 > -5 
1 2 3 
y >0 j= 1234 
j 


يتضح من الأمثلة السابقة إنه بوجود الصيغة العامة للأنموذج الأولي المعرفة بالصيغة الآتية: 


Linear Programming 


Max or Min Z= CX, + CX, 051521 + CX 
S.T 
1 1 +a, ET + ويه‎ 1> )<( 
a, 240, + ون ريه‎ + e +a ب‎ < (>) b 
An X + a X۸ SEE + an 1 > (>) يط‎ 
Xe... >0 
فإن الصيغة العامة للأنموذج المقابل للصيغة في أعلاه هي:‎ 
Min (Max) T= by +by+ ......... + لاوط‎ 
1 2 
5.1 
ay + AY, Foes + (ك) > ولا ريه‎ C, 
إلأوية‎ Fay + ملل‎ + a Ym > (5) Cy 
ER AE ETO E + an Ym Z(S) Cy 
1 2 
¥< < خيلا‎ 0 
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وممكن إن تكتب كذلك بصيغة ال مصفوفات وكا د 


( الأنموذج المقابل) (الأنموذج الأولي) 
Max or Min Z= CX Min or Max T = Yb‏ 
S.T S.T‏ 
(>) < هلا AX > )<( ١‏ 
0< لا 0 < ع1 


2-5-1 التفسيرات الاقتصادية للأنموذج المقابل 
Economic Interpretation of the Dual Model‏ 


مسائل البرمجة الخطية )1.٨2.(‏ تفسر على إنها أسلوب يستخدم لتخصيص ال موارد في ما بين 
الفعاليات» ال موارد تكون أما غزيرة (عع:ناهوع8 dant‏ unطAb)‏ وهى تلك اموارد التى زيادتها لا تؤثر على 
الحل الأمثل للأنموذج والقيد الذي يتمثل وارد غزيرة يعرف بأنه قيد غير ملزم ( ع«نف«نطا«ه۸) بحيث 
إن هذا القيد لا مر بنقطة الحل الأمثلء أما النوع الأخر من ال موارد فيعرف باموارد النادرة ءءإهء؟) 
(#عنناهة#6 وهي تلك الموارد التي زيادتها تؤثر على الحل الأمثل للأأموذج والقيد الذي يتمثل بموارد 
نادرة يعرف بأنه قيد ملزم (وهندمن8) بحيث إن هذا القيد هر بنقطة الحل الأمثل وعلى هذا الأساس 
فإن الموارد النادرة هي التي تحدد الحل الأمثل للأنموذج فإذا رغب عامل القرار في معرفة مدى تأثير 
زيادة الموارد النادرة على الحل الأمثل فإنه سوف يلجأ إلى متغيرات الأنموذج المقابل أو ما يطلق عليها 
أسعار الظل (وءءإإ۲ :50200) وهي التي تمثل المعدل الذي تزداد به قيمة دالة الهدف نتيجة لزيادة 
وحدة واحدة في كمية الموارد النادرة () التي تم توفيرها والزيادة يجب إن لا تكون كبيرة لكي تبقى 
المتغيرات الأساسية الحالية مثلى وعلى هذا الأساس فإن قيمة سعر الظل للموارد الغزيرة هو صفر. 

قيمة أسعار الظل أو متغيرات الأنموذج المقابل ممكن الحصول عليها من جدول السمبلكس النهائي 
الذي هشل الحل الأمثل للأنموذج الأولي حيث إنها تمثل قيم المتغيرات الوهمية في صف الأرباح النسبية 
فمثلا الجدول النهائي للمثال (17-1) هو: 
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6 20 25 0 0 0 
6 " 
BV. 10 1 1 1 1 
0 0 1 7/5 1/5 6 
3 
25 X 0 1 0 3/5 -1/5 6 
۴ 
20 X 1 0 0 -1/5 2/5 8 
1 
2 0 0 0 -11 3 2-0 
6 


من الجدول في أعلاه يتضح إن قيم متغيرات الأنموذج المقابل هي: 
3= 8 » 11 2 ¥ > 0= 1 
يلاحظ إن قيم متغيرات الأنموذج المقابل في جدول السمبلكس النهائي تظهر مصحوبة بإشارة 
السالب وحيث إنها تمثل معدل الزيادة في حالة كون الدالة تعظيم وتمثل معدل النقصان في حالة 
كون الدالة تقليل لذلك يتم أخذ القيمة بغض النظر عن إشارتها مع العلم إن هنالك أساليب أخرى 
لتطبيق طريقة السمبلكس تظهر القيم بإشارة موجبة. 


مبرهنة (1-1): قيمة دالة الهدف للأنموذج المقابل (تقليل) هي دانما" أكبر أو تساوي من أكبر قيمة دالة 
الهدف للأنموذج الأولي (تعظيم). 
البرهان: 


نفترض إن *لا, *× تمثل متجهات الحل الأمثل للأنموذجين الأولي والمقابل على التوالي ولذلك 
يجب برهنة إن *<0 < ط٠۲‏ وها إن *× هثل متجه الحل الأمثل للأولي لذلك فإن 
AX* > ........)20-1(‏ 


و خلا هشل متجه الحل الأمثل للمقابل لذلك فإن: 
Y*A>C ......... (21-1(‏ 


وبضرب طرفي امعادلة (20-1) ب )۲١(‏ والمعادلة (21-1) ب (**) نحصل على: 


94 


Linear Programming‏ 1111111111111111111101110101016161016161616116161016161116160161161616101116161016161616016161016161610616101010101010101010109 البرمجة الخطية 


Y*AX* < Y*b....... )22-1(‏ 
TANE SOK )23-1(‏ 
من المعادلتين (22-1) و (23-1) نحصل على: 
CX* < YAX > 7*6‏ 
ولذلك فإن 02 < ماخلا 
من المبرهنة (1-1) نستنتج الآقي: 
.١‏ قيمة دالة الهدف للأنموذج الأولي هي الحد الأدنى لقيمة دالة الهدف للأتموذج المقابل. 
؟. قيمة دالة الهدف للأنموذج المقابل هي الحد الأعلى لقيمة دالة الهدف للأنموذج الأولي. 
. إذا مسألة الأنموذج الأولي تمتلك حل غير محدد فإن مسألة الأموذج المقابل لا يمكن أن تمتلك 
حل ممكن. 
.٤‏ إذا مسألة الأنموذج المقابل تمتلك حل غير محدد فإن مسألة الأموذج الأولي لا مكن إن تمتلك 
حل ممكن. 
مبرهنة (2-1): إذا كان المتجهان *۲. *× عبارة عن حلول ممكنة للأولي والمقابل على التوالي مع 
تساوي قيمة دالة الهدف للأنموذجين فإن “۲ء “× هي في الحقيقة عبارة عن متجهين للحلول المثلى. 
البرهان: 
نفترض إن × عبارة عن متجه حل ممكن أخر ممسألة الأولي وعليه فباستخدام المبرهنة (1-1) 
فإن: 
CX > Yb‏ 
وها إن طخل = *× فإن *<0 > × لكل الحلول الممكنة ممسألة الأولي» وبصورة مشابهة هكن 
برهنة أمثلية *۷ لمسألة المقابل. 
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3-5-1: طريقة السمبلكس المقابلة Dual Simplex Method‏ 
إحدى الفرضيات الأساسية لحل الأنموذج الأول بوساطة طريقة السمبلكس هي إن ال موارد(قيم الجانب 
الأمن للقيود) يجب إن تكون أكبر من الصفر.ء حل الأموذج المقابل بوساطة طريقة السمبلكس يساعد على 
التخلص من هذا الشرط حيث إن قيمة الموارد ممكن إن تكون سالبة وعلى هذا الأساس فلا حاجة لإدخال 

المتغيرات الاصطناعية إلى الأنموذج: تتلخص طريقة السمبلكس القابلة بالخطوات الآتية: 

.5 الممتغير الخارج هو المتغير الأساسي الذي يقابل القيمة الأكثر سالبية في عمود‎ .١ 

3 المتغير الداخل ينتج من حاصل قسمة صف الأرباح النشية. على ضف احور وثتم ال 
السالبة فقط ويتم اختيار أعلى قيمة لتمثل المتغير الداخل في حالة كون دالة الهدف دالة تقليل وأقل قيمة 
في حالة كون دالة الهدف دالة تعظيم. 

*. الحل الأمثل للأنموذج يتم التوصل إليه عندما تكون كل قيم عمود ١‏ موجبة. 

الطريقة ال موصوفة في الخطوات السابقة تستخدم لحل أموذج البرمجة الخطية (.2..آ) عندما 
تكون معاملات متجه اطوارد (0) سالبة. 
مثال(31-1): أوجد الحل الأمثل للأنموذج المقابل لأنموذج البرمجة الخطية (50..) المعرف بالمثال (2-1) 


بطريقة السمبلكس المقابلة: 
Max Z= 20X, + 251)‏ 
S.T‏ 

2۸, +3, > 0 

X,+ 2K, < 0 

3, + > 0 

X, «< ۸, >0 

الحل: 


صيغة الأنموذج المقابل هي: 
Min T= 40y + 207 + 07‏ 
3 2 5 
5.1 
2y+y + 37‏ 
3 2 1 
3y +2y +77 > 5‏ 
3 2 1 


20 


IV 


YY, > 0 
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لتطبيق طريقة السمبلكس اللمقابلة يجب تحويل إشارة القيود إلى أصغر أو يساوي وكذلك جعل 
قيم متجه اموارد سالبة وذلك بضرب طرفي القيود ب (1-): 
2y E 3y, > - 0‏ 
5 - 0 
يتم تحويل الأنموذج إلى الصيغة القياسية وذلك بإضافة المتغيرات الوهمية وكالآق: 
Min T= 40y + 20y, + 30y,‏ 


S.T 
-2y -y - 3¥ +¥ = - 0 
1 2 3 4 
-3¥y - 27 - ¥ +y = -5 
1 2 3 5 
2 >0 اا‎ 1... 
j 
جدول السمبلكس الأولي يكون بالصيغة الآتية:‎ 
)27-1( الجدول‎ 
6 40 20 30 0 0 
b 
۳ 7 7 7 7 
BV. 1 2 3 4 5 
0 8 -2 -1 3 1 0 -20 
0 8 -3 -2 -1 0 1 325 
r 40 20 30 0 0 
cC 


نلاحظ إن الجدول (27-1) لامثل حل ممكن لأن قيم المتغيرات الأساسية سالبة» المتغير الخارج 
هو ر لأنه صاحب القيمة الأكثر سالبية ولمعرفة المتغير الداخل يتم تسمية صف الأرباح النسبية الذي 
يتم الحصول عليه بوساطة قاعدة الضرب الداخلي على صف المحور «كالآق: 
0 0 30 20 40 صف ') 
2 3 0- 10- 40/3- 
وعلى هذا الأماس فإن المتغير ‏ هو المتغير الداخل لأنه صاحب القيمة الأعلى لحاصل القسمة وبوساطة 
استخدام عملية ال محور نحصل على جدول السمبلكس التالي وكالآق: 
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.١‏ يقسم صف احور على (2-) ليكون معامل 0 مساوي للواحد. 

. يضرب صف المحور بعد حاصل القسمة ب (1-) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد ا من الصف 
الأول. 

عملية ا محور موضحة بالجدول (28-1): 


الجدول (28-1) 


6 40 20 30 0 0 
b 
y y 7 y 7 
BV. 1 2 3 4 5 
0 3 1/2 0 5/2 1 1/2 -15/2 
۲ 7 3/2 1 1/2 0 1/2 25/2 
C 10 0 20 0 10 


الجدول (28-1) لامثل حل ممكن لأن قيمة المتغير الأساسي « سالب لذلك فهو هثل المتغير 
الخارج وبقسمة صف الأرباح النسبية على صف المحور (الأول ) نحصل على امتغير الداخل وكالآق: 


10 0 20 0 10 صف © 
2/- 1 5/2- 0 1/2- صف المحور 
20- 8- - 20- 


وعلى هذا الأساس فإن المتغير الداخل هو « لأنه صاحب القيمة الأعلى لحاصل القسمة 
وبوساطة استخدام عملية ا محور نحصل على جدول السمبلكس التالي وكالآتي: 
.١‏ يقسم صف المحور على (5/2-) ليكون معامل / مساوي للواحد. 
۲. يضرب صف الحور بعد حاصل القسمة ب 1/2) ويطرح من الصف الثاني لاستبعاد ,ر من 
الصف الثانى. 
مله | ر مك ردول و 
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الجدول (29-1) 


40 20 30 0 0 
6 b 
7 y y 7 7 
BV. 1 2 2 4 5 
30 7 1/5 0 1 2/5 1/5 3 
7 0 7/5 1 0 1/5 -5 11 
C 6 0 0 8 6 1-0 


الجدول (29-1) يمثل الحل الأمثل للأنموذج المقابل لأن قيم المتغيرات الأساسية موجبة والحل 
هو: 
y=0<cy -11.38 -3 ; T - 0‏ 


من الجدول (29-1) ممكن استخراج حل الأنموذج الأولي حيث قيم متغيرات الأنموذج الأولي تمثل 
قيم المتغيرات الوهمية في صف الأرباح النسبية أي: 


X =8 7-6 ; 7-0 


1- 6 الشروط الوهمية التكميلية 


Complementary Slackness Conditions 
الشروط الوهمية التكميلية (©0.5.0) لها استخدامات كثيرة ومن هذه الاستخدامات:‎ 


.١‏ إيجاد الحل الأمثل للأنتموذج الأولي من الحل الأمثل للأنموذج ال مقابل والعكس صحيح. 

؟. معرفة هل إن الحل الممكن الأساسي للأنموذج الأولي هو أمثل أم لا وذلك من خلال استخدام 
(0..) في أيجاد الحل الأمثل للأتموذج المقابل من الحل الممكن الأساسي للأتموذج الأولي فإذا تم 
التوصل إلى الحل الأمثل للأنموذج المقابل فإن الحل الممكن الأساسي للأموذج الأولي هو حل أمثل. 

۴. التحري عن الخصائص العامة للحلول المثلى للأولي والمقابل بوساطة اختيار فرضيات مختلفة. 
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(Nonlinear Programming) شروط كن - تكر التي تستخدم بصورة واسعة في حل مسائل البرمحة اللاخطية‎ .٤ 
وممكن كذلك إن تستخدم في حل مسائل البرمجة الخطية (.1.۲) هي في الحقيقة توسعات الشروط‎ 
.)0.5.©( الوهمية التكميلية‎ 


بعد إن تم استعراض أهم استخدامات الشروط الوهمية التكميلية (©.0.5) سوف يتم توضيح 
هذا المفهوم من خلال الطبرهنة الآتية: 


مبرهنة (3-1): 
الصيغة العامة لمسألة البرمجة الخطية (5:آ) هي: 


Max Z= CX 
S.T 
AX sb 
X >0 

أما صيغة الأنموذج المقابل للمسألة في أعلاه فهي: 

Min T= Yb 
S.T 
YAz>C 
Y >0 


4 : مصفوفة (” جص). 

ط× : متجهات عمودية ذات بعد (1+ص) و (1+م) على التوالي. 
۲,٤‏ : متجهات صفية ذات بعد (1+2) و (دء1) على التوالي. 
وبافتراض *,*< تمثل الحل الممكن الأولي والمقابل على التوالي فإن *لا, “× هي متجهات حلول مثلى 
إذا وفقط إذا: 

(Y*A - C) X* + Y* (b - AX* ) =0 

الرهان: 
نفترض إن: 
(رمنا.....ءرنا) = (1عم) "0 .: متجه المتغيرات الوهمية للأنموذج الأولي 


m 


(,۷.....ء۷) = ( «ء۷)1 .: متجه المتغيرات الوهمية للأنموذج ال مقابل 
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وها إن *لا, *× تمثل متجهات الحل الممكن للأولي والمقابل فإن: 
U*=b ; X*‏ + *كتش (24-1) 0< *1] 
V*=>0 ....... (25-DY*A-V*=C ; Y*‏ 


وبوساطة ضرب امعادلة (يعني ضرب داخلي ( (24-1) ب (*) وامعادلة (25-1)ب (X*)‏ ينتج: 


Y*AX* + Y*u* = Yb ........... (26-1) 
Y*AX*- V*X* = CXK* )27-1( 

بطرح (27-1) من (26-1) نحصل على: 
Y* U* + V*X* = Y*b - CX* ....... )28-1(‏ 


ولذلك فإن ال معادلة (28-1) تتحول إلى: 


وعلى هذا الأساس فإن *8: + هي مثلى بالاستناد على مبرهنة (2-1). 
معادلة (29-1) ممكن إن تبسط إلى: 


إن المعادلتين (31-1) و (32-1) تدعى الشروط الوهمية التكميلية (©.0.5) ومن خلالها مكن 
معرفة الآن: 
.١‏ إذا كان ال متغير ‏ موجب فإن 0 - «٠‏ في الحل الأمثل للمقابل. 
؟. إذا كان قيد الأنموذج الأولي هو قيد لامساواة تام في حالة الأمثل( أي 0 < ,1) فإن متغير الأموذج 
المقابل المناظر له ر يساوي صفر في حالة الأمثل. 
۳. إذا كان المتغير 7 موجب فإن 0= 
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.٤‏ إذا كان قيد الأنموذج المقابل هو قيد لامساواة تام ( أي 0 < ,؟) فإن متغير الأنموذج الأولي المناظر 
له 1 يساوي صفر في حالة الأمثل. 


مثال (32-1): أوجد الحل الأمثل للأنموذج المقابل لأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) ملسألة شركة ال مواد 
الغذائية والمعرفة بالمثال (31-1) باستخدام الشروط الوهمية التكميلية (0.5.0): 


Max Z= 201 +25 X, 
S.T 


2۸, + 3۸, > 0 
X +2, > 0 
3 + <S0 
X« X,>0 


الحل: 


لاستخراج الحل الأمثل للأنموذج المقابل يجب أولا استخراج الحل الأمثل للأنموذج الأولي ومن خلال استخدام 


X =8 7 


1 


6 ; Z=0 
الصيغة القياسية للأنموذج المقابل هي:‎ 


2 


Min 1 4037 + 2077 + 017‏ 
3 2 1 
5.1 
20 = ,¥ ¬ 6و3 + 2y +y‏ 
3 2 1 
5= ر¥- 7 + 3y +2y‏ 
2 2 0 
0> ¥2 عر Ye YY‏ 
باستخدام الشروط الوهمية التكميلية (0.5.0) اطبينة بالمعادلات (31-1) و (32-1) يتضح الآتي: 
.١‏ ما إن 8 = ,× فإن 0= Vv,‏ 
". ما إن 6 = ,× فإن 0 = ر۷ 
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2X, +3, = 34 > 40 ۳‏ وعليه فإن 0= و0 < ,س 
ع. 20 = 20 = ,2۸ + ,1 وعليه فإن 0< ,0= ينا 


0. 30-30 - ,1 + ×3 وعليه فإن 0< ,0 - ينا 
من قيود الأنموذج المقابل نحصل على: 
y +376 - 0‏ 
5 - 27+37 
من حل المعادلتين في أعلاه نحصل على: 
Jy =11 ¥ =3‏ 
قيمة دالة الهدف هى: 
T = 40 (0) + 20 (11) + 30(3) = 30‏ 
تستخدم الشروط الوهمية التكميلية (©0.5.0) في اختبار بعض الفرضيات على طبيعة الحلول 
امثلى ممسائل البرمجة الخطية )1.٨.(‏ كمثال فإن بالإمكان اختبار الفرضية القائلة بأن قيود الأموذج 
الأولي هي لامساواة تامة في حالة الأمثلية أي إن كل الموارد ا متوفرة م تستخدم بصورة كاملة وهذا 
يعني إن 0 < ن وباستخدام الشروط الوهمية التكميلية نحصل على: 
0 تر 
الذي شل الحل الأمثل للمقابل في حال كون الفرضية 0 < .د صحيحة أي قبول الفرضية أما في حال 
رفض الفرضية فإن 0 - ,هو حل غير ممكن. 


مثال (33-1): كون الأنموذج المقابل لمسألة البرمجة الخطية (0.]) الآنية: 


Max 7 - 4X, +5X, 
S.T 


3 +2, <0 
4X -3, <0 
X + 1 =5 


X, unrestricted in sign 
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الحل: 
المسألة في أعلاه هي مسألة غير متمائلة لذلك يجب تحويلها إلى مسألة متمائلة من خلال 

تحويل إشارات القيود إلى صيغة اصغر أو يساوي مع استبدال المتغير غير امقيد بإشارة بحاصل طرح 
متغيرين غير سالبين: 

Max 7 - 4X + 51, - 51, 

5.1 
3, + 20, - 20, > 0 
- 4 + 31-37, > -0 
14 + 1-7 25-5 


5-> ب جب رم( - 
EES‏ 
الأأنموذج المقابل يكون بالصيغة الآتية: 
Min T = 20w, - 10w, + 5w, - 5W,‏ 
S.T‏ 
3W, - 4W, + W, - WZ 4‏ 
2W, + 3W, + Wy - 7 5‏ 
5- > ڕW‏ + -2W, ¬ 3W, - W,‏ 
W,«e Wye Wj W, 2 0‏ 
من مقارنة صيغة الأموذج امقابل مع صيغة الأموذج الأولي الأصلي نلاحظ إن معاملات دالة الهدف 
للمقابل لاتمثل متجه الجانب الأهن للأولي وكذلك الجانب الأيمن للمقابل لامثل معاملات دالة الهدف 
للأولي وكذلك الحال بالنسبة إلى مصفوفة معاملات القيود وللتغلب على هذه المشكلة يتم افتراض 
الآقي: 
لع WS WT‏ ا 
لذلك فإن أنموذج المقابل ا محور يكون بالصيغة الآتية: 
Min T =20y + 10377 + 577‏ 
١‏ 1 5.1 
4y + 7 >4‏ + 3 


0 > بو 
2 


y unrestricted in sign 
3 
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وبصورة عامة عند وجود مسألة برمجة خطية (2.آ) بالصيغة القياسية: 


فإن الأنموذج المقابل لها هو: 


البرمجة الخطية 


Max 2 - عزن‎ 
5.1 
AX =b 
X>0 


Min T= Yb 
S.T 
دلا‎ < 0 


Y unrestricted in sign 


والشروط الوهمية التكميلية (©.0.5) التي تحقق الأمثلية هي: 


(Y*A-C)X*=0 


مثال(34-1): كون الأنموذج اممقابل لأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) الآ ومن ثم أوجد الحل الأمثل 


للأولي وامقايل. 


Max Z= X, + 4X, + 3X, 
S.T 


2۸, + 3, - 2 
3 - ۸, 
X +X, +۸, =4 


+ 6X, >1 


1 unrestricted in sign 


الحل: 
الأأنموذج المقابل يكون بالصيغة الآتية: 
Min T=2y +y + 7‏ 
3 2 1 
S.T‏ 
2y +3y +y <1‏ 
3 2 1 
3y -y + 7, <4‏ 
3 2 1 
5y +6y +¥ =3‏ - 
3 2 1 
y >0‏ 
0 > بو 
2 


y unrestricted in sign 
3 
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لإيجاد الحل الأمثل نتبع الآتي: 

.١‏ 4(,72-12 00( دخ هثل حل ممكن للأولي. 

۳. 3(,1-12 0 ۲*=)0 هثل حل ممكن للمقابل. 

۳. ها إن قيمة دالتي الهدف للأولي والمقابل متساوية فهذا يعني إن كلا الحلين هما أمثلان بالاستناد 

على المبرهنة (2-1). 

ع. نلاحظ كذلك إن (©5.6.©) قد تحققت بحيث: 
0 1 
0 4| - |6 1- 2-0113( -مسم 
BE 31| ]4‏ اك 


Sensitivity Analysis تحليل الحساسية‎ ۷-١ 


معاملات أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) (ه,ط) دانما تأخذ على إنها قيم ثابتةء ولكن في الواقع 
تكون قيم المعاملات المستخدمة في الأموذج هي مجرد تخمينات أو تقديرات ممكن إن تكون غير 
ناضجة وعلى هذا الأساس فإن قيم المعاملات قد تكون تقديرات مغالى بها أو تقديرات بخسة. لذلك 
فإن الحل الأمثل الذي يتم التوصل إليه هثل حل أمثل للأنموذج وقد هثل بداية حل للمشكلة موضوع 
الدراسة » وعلى هذا الأساس فإن من الضروري دراسة التغيرات التي تحدث في الحل الأمثل نتيجة 
للتغيرات الحاصلة في معاملات الأنموذج وهذا ما يعرف بتحليل الحساسية. 

إن بعض معاملات الأنموذج ممكن إن تأخذ قيم ممكنة أخرى بحيث لا تؤثر على أمثلية الحل 
لذلك فإن الهدف الأساسى لتحليل الحساسية هو تحديد هذه ال معاملات الحساسة بشكل بارز لأجراء 
تخمين أكثر دقة لهاء إن إجراء أي تغيير في الأموذج 
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الأصلي سيؤدي إلى تغيير أرقام جدول السمبلكس النهائي لذلك فمجرد أجراء حسابات بسيطة 
لتعديل هذا الجدول يتم معرفة ما إذا كان الحل الأمثل الأصلي هو الآن امثل أم لاء فإذا كان غير أمثل 
فيستعمل كحل ممكن أساسي لإعادة بدء طريقة السمبلكس للوصول إلى الحل الأمثل الجديد, 
ولتوضيح حالات تحليل الحساسية نستعين بامثال الآتي: 
مثال (35-1): شركة تقوم بإنتاج ثلاثة أنواع من المنتجات ولإنتاج هذه المنتجات فإن كل منتج يتطلب 
ساعات عمل معينة ومواد أولية معينة وعلى هذا الأساس تم تكوين أنموذج برمجة خطية (.۲.ا) 
لتحديد الإنتاج الأمثل لتعظيم ربح الشركة: 

Max Z = 4X, + 3۸, + 5X, 
S.T 
7/0 + 20, + ×, > 20 ساعات العمل‎ 
21, + 2, + 3, > 45 مواد أولية‎ 


XXX, < 0 


الحل: 
الحل الأمثل للأنموذج بعد إدخال المتغيرات الوهمية موضح بالجدول (30-1): 
الجدول (30-1) 


¢ ٤ ۳ 0 0 0 
cC BV. 5 
8 ٠. 
0 1 2 1 1 20 
4 
0 2 2 3 0 1 45 
C 4 3 5 0 0 2-0 
0 17 1/3 4/3 0 1 1/3 5 
4 
5 17 2/3 2/3 1 0 1/3 15 
3 
9 2/3 1/3 0 0 5/3 2-75 
4 1 4 0 3 1 15 
1 
5 0 2 1 2 1 5 
3 
C 0 3 0 2 1 2- 5 
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الحل الأمثل يتضمن إنتاج منتوجين فقط وهما المنتوج الأول والثالث بتعظيم ربح مقداره 85. 


1-7-1: التغيرات في معاملات دالة الهدف 
Variations In The Objective Function Coefficient‏ 
التغيرات في معاملات دالة الهدف ممكن أن تحدث بسبب التغير في الأرباح أو الكلف 
للفعاليات الأساسية أو غير الأساسية. 


1-1-7-1 تغيير معامل دالة الهدف للمتغير غير الأساسي 
Changing The Objective Function Coefficient Of Nonbasic Variable‏ 
من الجدول (34-1) يتضح إن الحل الأمثل يتضمن إنتاج منتوجين فقط وهما الأول والثالث أي 
إن المنتوج الثاني سوف لاينتج والسبب يعود إلى إن المنتوج الثاني هثل أقل المنتوجات ربحا ,€ إن 
تناقص قيمة ,0 سوف لا يؤثر على الحل الأمثل الحالي ولإنتاج المنتوج الثاني فإن ذلك يتطلب زيادة 


© التي سوف تغير قيمة معامل الربح النسبي € للمتغير غير الأساسي ,× الذي يبقى غير أساسي 
طاما قيمة ,© أصغر أو تساوي صفرء من المرحلة الأخيرة من الجدول (30-1) نحصل على: 


امرحلة الأخيرة من الجدول (30-1) تبقى تمثل الحل الأمثل طاما: 
C,=C,-650 or C, s6‏ 
وهذا يفسر بأن ربح المنتوج الثاني (الوحدة الواحدة ) طاما بقى أقل أو يساوي (6) فإن إنتاجه 
سوف يكون غير اقتصاديء وبافتراض إن ربح الوحدة الواحدة من المنتج الثاني زاد ليصبح (7) أي إن 


1= ,€ ففي هذه الحالة فإن الجدول (30-1) سوف لايمثل الحل الأمثل حيث إن ,× سوف يدخل 
لزيادة قيمة 7 وبوساطة 
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استخدام قاعدة أقل النسب فإن ,7 سوف يغادر والحل الأمثل الجديد موضح بالجدول (31-1) 


الجدول (31-1) 
0 0 5 7 4 6 

© BV. 7 1 7 7 7 0 
4 : 1 4 0 3 1 15 
5 ١ 0 2 1 2 1 5 

9 0 ١ 0 2 1 Z = 85 
۷ 7 1/4 1 0 3/4 -1/4 15/4 
5 4 1/2 0 1 12 1/2 25/2 

C -1/4 0 0 -1/4 -3/4 7 -355/4 


2-1-7-1: تغير معامل دالة الهدف للمتغير الأساسي 
Changing the Objective Function Coefficient Of Basic Variable‏ 
التغير في ربح الوحدة الواحدة للمتغير الأساسي سواء أكان التغير زيادة أو نقصان يؤثر على الحل 
الأمثل وقد يؤدي هذا التغير إلى استبعاد المتغير الأساسي من الحل الأمثل أي يتحول إلى متغير غير 
أساسي وعلى هذا الأماس فإن هنالك حد أعلى وأدنى لقيم ,©. ,© والتي تبقي الحل الأمثل في الجدول 
(30-1) بدون تأثيرء ولتحديد الحدود العليا والدنيا ل ,» ,© فإن أي تغيير في ,© أو به سوف يؤدي 
إلى تغير قيم عمود 0" وهذا يؤدي إلى تغيير قيم معاملات الربح النسبية ولكن الحل الأمثل يبقى 
أمثل عندما لا تتأثر قيم الأرباح النسبية للمتغيرات الأساسية ,© ٥‏ أي تبقى صفرية وكذلك قيم 
الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأماسية ر ©€» ,0), ,€ تبقى غير موجبة ولضمان ذلك نستخدم 
العلاقات الآتية لمعرفة الحدود الدنيا والعليا للمتغيرات الأساسية: 


4 ا 4 5-5 
ر 3 4(-3= و60 00 | )5 =3-(C,‏ ون) -1 
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1 | 3 ب‎ 3 
2- €4=0- )© 5( = 10-3C,; OC, -0- )4 3 1 = 20-2 


1- = 1- کک 
=4-C,‏ ا 4 -0-,0) =0-(C, 5( Î = C5;‏ ,© -3 


حدود التغير في ربح الوحدة الواحدة من المنتج الأول بدون التأثير على الحل الأمثل هي: 
-يىقى 0,50 طا 13/4 > ,© 
- يبقى 5>0,© طاما 10/3 < C,‏ 
- ييبقى 0,50 طاطا ‏ 5 C>‏ 


ولذلك فإن الحد الأدنى والأعلى ل ,© هو: 5> 0 >13/4 

وهذا يعني إن أي قيمة يأخذها ,© ضمن هذا المدى سوف لا تؤثر على الحل الأمثل المعرف 
بالجدول (30-1) فمثلا إذا كان 5 = ,© فإن الحل الأمثل هو: 

1 - 15. 72,02 7,- 5 

ولكن قيمة دالة الهدف سوف تتغير من 85 إلى 100 وإن أي قيمة يأخذها ,© خارج الحد 
الأدنى والأعلى سوف تؤثر على الحل الأمثل ويصبح غير أمثل وبالتالي أعادة تطبيق طريقة السمبلكس 
وكما موضح بالفقرة (1-1-7-1). 

حدود التغير في ربح الوحدة الواحدة من امنتج الثالث بدون التأثير على الحل الأمثل هي: 

-يبقى 50,© طاما 13/2 > ,0 

-ييقى 0>,© طامطا 6 >,©0 


- ييقى 50.© طأما 4 <,0 
ولذلك فإن الحد الأدنى والأعلى ل ,© هو: 4<C,<6‏ 


110 


Linear Programming‏ 111111111111111111111111011010101010106101010160100061010000010101000000060600000101 البرمجة الخطية 


:۳-1-۷-١‏ تغير المعامل لكلا المتغيرات الأساسية وغير الأساسية 

Changing the Coefficient Of Both The Basic and The Nonbasic Variables 
في هذه الحالة التغير سيكون لمعاملات المتغيرات الأساسية وغير الأساسية والتي هي معاملات‎ 
دالة الهدف وقد يكون التغير لمتغيرين أساسي وغير أساسي أو أكثر وبوساطة اختبار صف © يتم‎ 
معرفة تأثير هذا التغير على الحل الأمثل فبافتراض إن دالة الهدف هي ,3 + ,7 + ,2 =7 فإن هذا‎ 
التغيير في معاملات دالة الهدف قد لا تؤثر على الحل الأمثل في حال كون قيم صف © تبقى غير‎ 

موجبة أما في حالة ظهور قيم موجبة في صف © فإن الجدول (30-1) سوف لا هشل الحل الأمثل: 
C=C, - 0‏ 


5 |-1 
6-0-2 3( 1 --1 


يتضح من ذلك إن الجدول (30-1) يبقى هثل الحل الأمثل مع تغيير قيمة دالة الهدف مع 


وجود حل أمثل بديل 0= ,€ . 


۲-۷-۲ تغيير معاملات الجانب الأمن 
Changing The Right - Hand - Side Coefficients‏ 


قبل البدء بتحليل هذا الموضوع لابد لنا إن نتعرف أولا على بعض ال مصطلحات ذات الصلة 
الأساسية بهذا الموضوع: 
مصفوفة الأساس ناد عنوهط وهي المصفوفة التي تمثل أعمدتها الأعمدة المناظرة متغيرات الحل 
الأمثل الأساسية في الجدول السمبلكس الأولي أي إنها تمثل الأعمدة المناظرة ل ,2,20 بحيث: 
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3 2 55 
معكوس مصفوفة الأساس: ممكن حساب معكوس مصفوفة 8 بالطرائق التقليدية ولكن في طريقة 
السمبلكس فإن معكوس مصفوفة الأساس عبارة عن مصفوفة تمثل أعمدتها الأعمدة المناظرة للمتغيرات 
الأساسية الأولية في أي جدول سمبلكس أي إنها تعطي معكوس مصفوفة 8B‏ لذلك الجدول ولذلك فإن 
معكوس مصفوفة 8عبارة عن الأعمدة المناظرة للمتغيرات ,77 في المرحلة الأخيرة من الجدول (30-1) 


بحيبا: 


التغيرات في الموارد سواء أكانت زيادة أم نقصالن تعتبر من الأمور)الهامة جدا التي يلجأ إليها عامل 
القرار في عمل التفسيرات الاقتصادية للمسألة موضوع الدراسةء بافتراض أضافه وحدة واحدة (ساعة ) 
إلى الجانب الأمن ,ط للقيد الذي بمثل ساعات العمل أي إن متجه ال موارد سوف يتحول من 


20 21 
م]-* ك واه 
45 45 


يلاحظ أن الحل المتمثل بالجدول (30-1) يبقى حل أمثل باستثناء التغير الذي سيحدث في قيم طا 
بينما قيم صف € سوف لا تتأثر أي تبقى غير موجبة ولذلك لدراسة تأثير التغير في متجه 5 يتطلب 
الأمر إن نثبت فقط بان متجه الموارد الجديد 6 يبقى موجب وهذا لا يتطلب حل مسألة البرمجة 
الخطية (1.5 ) ثانية حيث إن أي عمود في جدول السمبلكس النهائي والذي هثل الحل الأمثل ممكن 
إن نحصل عليه بوساطة ضرب العمود المناظر له في جدول السمبلكس الأولي بمعكوس مصفوفة 
الأساس. 
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20 21 
التغير الحاصل في متجه الموارد من 1 دم | |= 


15 
يؤدي إلى تغير متجه الموارد للحل الأمثل من 1 دم 
وهذه النتيجة تم الحصول عليها بوساطة: 
18 21 1- 3 


3 45 1 2 
ولذلك فإن الإنتاج الأمثل الجديد هو: 
X =18 X,=0< ۸, =3 ; 2 7‏ 


نلاحظ إن التغير ف الحل الأمثل لم يحدث في المتغيرات الأساسية وغير الأساسية أي إن الإنتاج 
الأمثل بقى هثل إنتاج منتوجين فقط وهما الأول والثالث ولكن التغير حدث في كميات الإنتاج 
للمنتوجين وفي قيمة 2. 

التفسير الاقتصادي هو إن زيادة ساعة عمل واحدة أدت إلى زيادة في أرباح الشركة معدل (2) 
وهي تمثل الفرق بين قيمة 7 الجديدة والقدهة: 

87-85 - 2 

زيادة ربح الشركة ألفي دينار لكل ساعة عمل إضافية يدعى سعر الظل لقيد ساعات العمل والذي تم 
مناقشته في الفقرة (2-5-1)» لنفترض إن زيادة ساعات العمل ساعة إضافية يكلف الشركة (3) ألاف 
دينار وترغب الشركة في معرفة ما إذا كان إضافة ساعة العمل اقتصادي أم لا أي سوف يعود بفائدة 
إلى الشركة أم لا لذلك فباستخدام سعر الظل لقيد ساعات العمل يمكننا معرفة هل إن إضافة ساعة 
عمل أضافية سوف يعود بالربح إلى الشركة أم لاء وها إن إضافة ساعة العمل يعود بربح مقداره (2) 
ألف دينار فهذا يؤدي إلى إن الشركة سوف تخسر ما مقداره ألف دينار نتيجة لزيادة ساعات العمل 
ساعة واحدة. 
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سعر الظل ممكن استخراجه مباشرة من جدول السمبلكس النهاني وكما تم التطرق إليه سابقا حيث 
إنه هثل معامل المتغيرات الوهمية في صف ) بغض النظر عن الإشارة وممكن أيضا استخراجه 
بالصيغة الآتية: 


YJ =C,B' -4 5) 0‏ 0 
1 2- 
و معرفة مدى أمكانية التغير في ساعات العمل المتوفرة سواء أكان التغير زيادة أم نقصان بحيث إن هذا 
التغير لايؤثر على الحل الأمثل الحالي» نفترض إن ,طا هثل ساعات العمل الممكن توافرها لذلك لكي يبقى الجدول 
(30-1) بمثل الحل الأمثل فإن: 
BT 1‏ 0 ء 
5 يجب إن تكون اكبر أو تساوي صفر أي: 


1 bı - 3 -1 bı 361 - 5 
8 2 1 45 45 - 2 bı 


أمثل طاما: 


وهذا يعني إن الحل ية 
4 < رب جه 0 < 45-رط4 
٠ > 02‏ جه 0<ط26- 45 


أي إن الإنتاج سوف يشمل المنتجين الأول والثالث فقط طامما ساعات العمل تبقى ضمن المدى > 45/4 
2 > ,رط والحل الأمثل هو: 

X= 4b, - 45. 1 - 0 , 7, = 45 - 20, ; 2= 4) 4b - 45( + 5 )45 - 20(‏ 
3-7-1 التغيرات في مصفوفة القيود 


Variation In The Constraints Matrix (A) 
هنالك عدة حالات للتغيرات التى تحدث ف مصفوفة القيود وهذه الحالات هى:‎ 
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1-3-7-1 إضافة فعاليه جديدةö Adding Anew Activity‏ 
نفترض أن الشركة ترغب بإنتاج منتوج جديد يتطلب ساعة عمل واحدة و2 وحدة من المواد 
الأولية وربح الوحدة الواحدة من المنتوج هو 3 ألف دينار وترغب الشركة في معرفة ما مدى صلاحية 


أنتاج هذا المنتوج اقتصاديا وعلى هذا الأساس سوف يتم إضافة متغير جديد إلى الأموذج ,72 بمعامل 
1 
ربح مقداره 3 مع إضافة عمود إلى جدول السمبلكس الأولي هو 8 


أن الجدول (30-1) يبقى أمثل في حال كون ') غير موجب ولذلك يتم احتساب ,0 وكالآقي: 

- 4 3 -11| 1 4| 1 

e 8 0 ١ ١ J 1 308 8 
2 5 -2 1 2 


مما أن 1- = © فإن الجدول (34-1) هشل الحل الأمثل أي أن إنتاج المنتوج الجديد هو غير 
اقتصادي» أما في حالة کون © موجب فإن ذلك يعني أن الجدول (30-1) هو غير أمثل ويتطلب 
الأمر تكملة طريقة السمبلكس. 


2-3-7-1 التغير في متطلبات الموارد للفعاليات الموجودة 
Variation In The Resources Requirements Of The Existing Activities‏ 
تغيير متطلبات أحد المنتوجات من ساعات العمل والمواد الأولية قد يؤثر على الحل الأمثلء 
بافتراض أن متطلبات الوحدة الواحدة من امنتج الثاني تتغير من ساعتين عمل إلى ساعة واحدة ومن 
)إلى (3)من اللواد الأوليةء أن الحل الأمثل الموضح بالجدول (30-1) يبقى أمثل في حال كون © 
الجديد غير موجب لذلك يتم احتساب,© وكالاق: 
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ل ا ل ال 
هه [] | 


ها أن 2- = ,0) فإن الجدول (30-1) يبقى يمثل الحل الأمثل أما في حال كون ر0 موجب 
فاق لكا طا 1 (طريقة المع لكين لوصول إل الحل الأمثل الجديدء أما إذا كان المتغير أساسي 
فإن الحل الأمثل يبقى أمثل في حال كون قيمة © الجديدة للمتغير الأساسي تساوي صفر 


3-3-7-1 إضافة قيود جديدة Adding New Constraints‏ 
نفترض إضافه القيد الآتي إلى المسألة: 
+X, + 20. >0‏ ,3 
معرفة مدى تأثير هذا القيد على الحل الأمثل يتم من خلال كون قيم المتغيرات الأساسية المثلى 


تحقق القيد أم لا أي: 
0 < 55 = (2)5+ 0 + (3)15 


لذلك فإن القيد لا يتحقق وهذا يعني أن الحل المبين في الجدول (30-1) هو حل غير أمثل وعلى هذا الأساس يتم 
إضافة القيد الجديد إلى المرحلة الأخيرة من الجدول (30-1) ومن ثم تكملة طريقة السمبلكس للوصول إلى الحل 
الأمثل والموضح بالجدول (32-1) » أما في حالة تحقق القيد فإن هذا يعني أن القيد لا يؤثر على الحل الأمثل. 
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4 3 5 0 0 0 b 
Cg 
X 1 5 1 1 XK 
4 XxX 1 4 0 3 1 0 15 
5 4 0 2 1 2 1 0 5 
0 1 3 1 2 0 0 1 50 
9 0 3 0 2 1 0 2- 5 
4 1 1 4 0 3 1 0 15 
1 
5 1 0 3 1 2 1 0 5 
3 
0 X 0 7 0 5 1 1 5 
6 
C 0 -3 0 2 1 0 Z = 85 
4 X 1 1/5 0 0 2/5 3/5 12 
3 
5 1 0 4/5 1 0 3/5 2/5 7 
3 
0 1 0 7/5 0 1 1/5 1/5 1 
4 
9 0 -/5 0 0 17/5 -5 Z = 83 


نلاحظ أن ال مرحلة الأولى من الجدول (32-1) لا تمثل الصيغة العامة حيث أن المتغيرات الأساسية 
4 تمتلك معاملات موجبة في الصف الثالث وعلى هذا الأساس يتم ضرب الصف الأول ب (3) 
والصف الثاني ب (2-) ومن ثم أضافتها إلى الصف الثالث وبذلك تكونت ال مرحلة الثانية والتي تكون 
أحدى قيم عمود (0) سالبة لذلك نستخدم طريقة السمبلكس الثنائية للتوصل إلى الحل الأمثل 
وا موضح باطرحلة الثالثة من الجدول (32-1): 


نلاحظ أن قيمة 2 قد تناقصت وبصورة عامة عند إضافة قيد إلى المسألة فإن قيمة دالة الهدف 
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مثال (36-1): لمسألة شركة المواد الغذائية المعرفة بالمثال (2-1): 


Max Z= 201 + 251 
S.T 


0 > ,3۸+ ,2۸ 
X, + 2K, > 0‏ 
X, <30‏ + 3 
X<۸ >0‏ 
أستخدم تحليل الحساسية ممعرفة تأثير التغيرات الآتية على الحل الأمثل للمسألة: 
.١‏ تغيير معامل ,× في دالة الهدف إلى 45 


؟. تغيير معامل 1 في دالة الهدف إلى 30 
۳. تغيير معامل 1 في دالة الهدف إلى 25 ومعامل ,£ إلى 20 
.٤‏ تغيير معامل ,ط إلى 35 
5. تغيير معامل رط إلى 15 
1. تغيير معامل ,ط إلى 35 
40 
7. تغيير متجه الموارد إلى 25 b=‏ 
35 
8. تخيير متجه الموارد إلى b‏ 
40 


الحل : 
جدول السمبلكس النهائ الذي هثل الحل الأمثل ممسألة شركة المواد الغذائية هو: 
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الجدول (33-1) 


C 20 25 0 0 0 
b 
c 
EY X 1 4 1 1 
0 0 0 1 17/5 1/5 6 
3 
25 1 0 1 0 3/5 -/5 6 
2 
20 1 0 0 -/5 2/5 8 
1 
6 0 0 0 -1 3 2-0 


1. تغيير معامل ,£ في دالة الهدف إلى 45 لا يؤثر على الحل الأمثل طامما بقيت قيم صف الأرباح 


C,=0- (0 45 20( 3/5 | - 3 


C5 =0 - )0 45 20( -1/5 =1 


E‏ كو EC a‏ فزق E EA‏ أمقل 
لذلك نستمر بطريقة السمبلكس للوصول إلى الحل الأمثل: 
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)34-1( الجدول‎ 
9 20 45 0 0 0 
0 b 
B.V. 1 1 1 1 1 
0 0 0 1 7/5 1/5 6 
3 
45 0 1 0 3/5 1/5 6 
2 
20 1 1 0 0 1/5 2/5 8 
1 
8 0 0 0 23 1 7Z = 0 
0 0 1/2 0 1 3/2 0 10 
3 
45 1 1/2 1 0 1/2 0 10 
2 
0 1 52 0 0 1/2 1 20 
C -5/2 0 0 -45/2 0 Z = 450 


الجدول (38-1) بمثل الحل الأمثل الجديد بعد تغيير معامل ,× في دالة الهدف: 


X =0“ ۸ =106۸, = 10<, = 20 ١ 7 - 0 


1 


2 تغيير معامل 1 ف دالة الهدف إلى 30 لا يؤثر على الحل الأمثل اموضح بالجدول (33-1) في حال 


0 - , - يك - © 
5 

و - 3/5 (30 25 0)-0-,6© 
5/- 

-_ -5 

C,= 0- (0 25 30) -5 2-7 
2/5 


ما أن قيم صف € غير موجبة أذن الحل الحالي يبقى أمثل والتغير الوحيد يكون في قيمة دالة 
الهدف: 
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3. تغيير معامل 1 في دالة الهدف إلى 25 ومعامل 6 إلى 20 لا يؤثر على الحل الأمثل اموضح بالجدول 


لاعتفا ق حال بقاء فنج حفا 6 ر 


C=C, - C,=0 

00 4 

©,20-)0 20 25( 3/5 = -7 
-5 

5 -/5 

6ت 1/5 (25 20 0) -0=,° 
2/5 


ها أن قيم صف € غير موجبة أذن الحل الحالي يبقى أمثل والتغير الوحيد يكون في قيمة دالة 
الهدف: 
X =8 < / =6 : 2 - 0‏ 
4. تغيير معامل ,ط إلى 35 لا يؤثر على الحل الأمثل ال موضح بالجدول (33-1) في حال بقاء قيم عمود 
ا في جدول السمبلكس النهائي غير سالبة: 


1 7/6 85 1 
SA 10 ٠ "قرام دقية‎ || 20:1 6 
0 -1/5 2/5 [| 0 8 


ما أن قيم عمود ا غير سالبة أذن الحل الحالي يبقى أمثل. 
5 تغيير معامل رط إلى 15 لا يؤثر على الحل الأمثل ا موضح بالجدول (33-1) في حال بقاء قيم عمود 
دفي جدول السمبلكس النهائ غير سالبة: 


1 -7/5 -5 40 13 
b=Bb= |0 3/5 -1/5| =| 15 3 
0 -1/5 25 30 9 
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ما أن قيم عمود ا غير سالبة أذن الحل الحالي يبقى أمثل أي أن المتغيرات الأساسية المثلى تبقى هي 
نفسها بدون تغيير والتغيير يكون ف قيم هذه المتغيرات وكذلك ف قيمة دالة الهدف: 


X =9 =3 ; 7-5 


1 


1. تغيير معامل ١,‏ إلى 35 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (33-1) في حال بقاء قيم عمود 
ط في جدول السمبلكس النهائي غير سالبة: 


1 -7/5 -1/5 40 5 
b= Bb = 0 3/5 -5 20 = 
0 -1/5 25 35 10 


ما أن قيم عمود ط غير سالبة أذن الحل الحالي يبقى أمثل أي أن المتغيرات الأساسية المثلى تبقى هي 
نفسها بدون تغيير والتغيير يكون في قيم هذه المتغيرات وكذلك في قيمة دالة الهدف: 
5 - 2 ; 5حي7 10= X‏ 
40 
7 تغيير متجه الموارد إلى | 25 | لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (33-1) في حال بقاء قيم 
35 


متجه الموارد ١‏ في جدول السمبلكس النهائي غير سالبة: 


1 7/5 -1/5( 0 ر‎ 
اينقت‎ O 35 ١ 55 8 
0 -1/5 2/55 9 
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ما أن إحدى قيم عمود 6 هي سالبة لذلك فإن الحل الحالي لا هثل حل أمثل وعليه نستمر 
بطريقة السمبلكس الثنائية(المقابلة) للوصول إلى الحل الأمثل وكما هو موضح بالجدول (35-1): 


)35-1( الجدول‎ 
6 20 25 0 0 0 
6 1 
B.V. X 1 1 1 1 
0 1 0 0 1 7/5 -1/5 -2 
3 
25 1 0 1 0 3/5 -1/5 8 
2 
20 1 1 0 0 -1/5 2/5 9 
1 
6 0 0 0 -11 3 2-0 
0 1 0 0 57 1 1/7 10/7 
4 
25 1 0 1 37 0 27 50/7 
2 
20 1 1 0 -7 0 3/7 65/7 
1 
ع6‎ 0 0 -55/7 0 -10/7 Z = 7 


الحل الأمثل تم التوصل إليه بوساطة طريقة السمبلكس الثنائية: 
X= 65/7 « X= 50/7 < 2 - 7‏ 


50 
8.تغيير متجه الموارد إلى | 30 | لا يؤثر على الحل امثل الموضح بالجدول (33-1) في حال بقاء قيم 
40 


متجه ال موارد ا في جدول السمبلكس النهائي غير سالبة: 


1 E 6 0 

50 
e, O SS og. ١ ايك‎ 
0 5 25 || مه‎ 10 


ما أن قيم عمود ٠‏ هي غير سالبة أذن الحل الحالي يبقى أمثل أي أن المتغيرات الأساسية تبقى هي 
نفسها بدون تغير والتغير يكون ف قيم هذه المتغيرات وكذلك ف قيمة دالة الهدف: 
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0 - 5 < 7-10 .72-10 
مثال :(37-1) لمسألة شركة تصنيع الدراجات الهوائية وا لمعرفة بالمثال (3-1): 


Max 27 - 7 + 2X, + 3K, + 2X, 
S.T 


2۸ + ۸, + 2۸, + 3>0 
3۸, + 4X, + 2۸, 8 4K, > 0 
7 0 

استخدم تحليل الحساسية بمعرفة تأثير التغيرات الآنية على الحل الأمثل للمسألة: 
1. تغيير معامل ,7 في دالة الهدف إلى 7 
2. تغيير معامل ,7 في دالة الهدف إلى 2 
3. تغيير معامل ,ط إلى 110 
4. تغيير معامل ,ط إلى 130 


2 2 
5. تغيير متطلبات ,× من 2 إلى 


1 1l 
| ١م‎ × تشر متطلىات‎ 6 
1 ر إلى‎ 


7.إضافة القيد 230 > ,× + ,× ۸+5 + ,2۸ 


الحل: 
الجدول السمبلكس النهائي الذي هثل الحل الأمثل لشركة تصنيع الدرجات الهوائية هو: 


الجدول (36-1) 


1 3 0 1 1 1 30 
3 3/2 2 1 2 0 1/2 60 
3 
6 -7/2 4 0 -4 0 -3/2 2- 0 
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1.تغيير معامل ,7 في دالة الهدف إلى 7 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول 
(40-1) في حال كون قيمة ر0 تبقى غير موجبة: 
3- 0 
1= را 2-7-0 C,‏ 


ها أن قيمة ر٣‏ موجبة فإن الحل الحالي لا يمثل الحل الأمثل لذلك نستمر بطريقة السمبلكس 
للوصول إلى الحل الأمثل الموضح بالجدول (37-1): 


)37-1( الجدول‎ 
6 1 7 3 2 0 0 
Ca B.V. b 
كياد‎ 1 1 1 1 1 1 
1 2 E 4 5 6 
0 1 3 0 -1 1 1 30 
3 3/2 2 1 2 0 1/2 60 
3 
C 7/2 1 0 4 0 3/2 Z7 =0 
0 5/4 0 3/2 2 1 1/4 120 
7 1 3/4 1 1/2 1 0 1/4 30 
€ -7/4 0 -1/2 -5 0 -7/4 Z7 =0 


الحل الأمثل الجديد هو: 
X =X, =۸, - 0 < ۸, = 30. = 120 ; 2-0‏ 


۲. تغيير معامل ,1 في دالة الهدف إلى 2 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (36-1)في حال 


کون قيم صف ') تبقى غير موجبة: 


2-2-0 
-1 
© =1-)0 2) = 2 
3/2 
-3 
EO 27 = 2 
2 


125 


البرمجة الخطية 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 212121212 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ز 2 ز2ز2ز2<ز 2ز2ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز[ 1 1[ اا 


2-- (2 0)-2ح© 
2 
1- 
1- = (2 0)-مع» 
1/2 
ما أن قيم صف ) الجديدة غير موجبة لذلك فإن الحل الحالي يبقى أمثل والتغير فقط يكون قيمة 


دالة الهدف: 

X= =, -0 «< 72-60 25-0 

۳. تغيير معامل ,ط إلى 110 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (36-1) في حال بقاء قيم 
عمود ١‏ غير سالبة: 


1 -1 110 -10 


0 1/2 120 60 


ما أن إحدى قيم عمود ٠‏ سالبة فإن الحل الحالي لا يمثل الحل الأمثل لذلك نستمر بطريقة 
السمبلكس للتوصل إلى الحل الأمثل الجديد والموضح بالجدول (38-1): 
الجدول(38-1) 


0 0 2 3 2 1 5 
b‏ 1 1 و 
1 1 1 1 1 4 ف 

0 1 -1 -3 0 -1 1 -1 -10 

3 3/2 2 1 2 0 1/2 60 
6 7/2 -4 0 4 0 -3/2 7= 0 

2 8 1/3 1 0 1/3 -1/3 1/3 10/3 

3 1 5/6 0 1 4/3 2/3 -1/6 160/3 
6 -13/6 0 0 -83 -4/3 -1/6 Z = 500/3 
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الحل الأمثل تم التوصل إليه بوساطة طريقة السمبلكس الثنائية وهو: 
X =X, =0 ۸, =10/3 < ۸= 160/3 ; 7 - 3‏ 
.٤‏ تغيير معامل رط إلى 130 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (36-1) في حال بقاء قيم عمود 
اغير سالبة: 


0 1/2 130 65 


ما أن قيم عمود ا غير سالبه فإن الحل الحالي هثل الحل الأمثل والتغير يكون في قيم المتغيرات 
الأساسية وكذلك في قيمة دالة الهدف: 
X =X - (=0 < 2, - 65 : 2- 95‏ 


2 
5. تغيير متطلبات ,× من ال موارد إلى 4 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (36-1) في حال 


كون قيمة 0 -,0: 


لا الا الا د 


3--3-6- 
ها أن قيمة ,© سالبة فإن الحل الأمثل الجديد يكون كما هو موضح بالجدول (39-1): 


الجدول(39-1) 
0 0 2 3 2 1 6 
b‏ 2 
B.V. 1 1 1 1 1 1‏ 
6 2 4 3 2 1 
30 1- 1 1- 2- 3- 1- 1 0 
60 1/2 0 2 2 2 3/2 1 3 
زع 
C -7/2 -7/2 -3 -4 0 -3/2 Z = 0‏ 
90 1/2- 1 1 0 1- 112 1 0 
30 1/4 0 3 1 1 3/4 1 3 
C -5/4 -1 0 -1 0 -3/4 Z=90‏ 
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المرحلة الأولى من الجدول (39-1) لا تمثل الصيغة العامة لأن معاملات المتغير الأساسي ,× يجب 
أن تتحول إلى (1) في الصف الثاني و 0) في الصف الأول ولذلك يتم قسمة الصف الثاني على (2) 
ليكون معامل ,× مساوي للواحد ومن ثم ضرب الصف الثاني بعد حاصل القسمة ب (2-)وطرحه من 
الصف الأول لاستبعاد ,× من الصف الأول وبذلك نحصل على الحل الأمثل: 
2-0 ; 7-30 < 0 دب - X=‏ 
أن تغيير متطلبات الموارد لمتغير أساسي سوف يحول جدول السمبلكس الأمثل إلى جدول ممكن أولي أو 
جدول ممكن مقابل. 


6 تغيير متطلبات ,۸ من الموارد إلى 8 لا يؤثر على الحل الأمثل ا موضح بالجدول (36-1) في حال کون و0 غير 


موجب والسبب في ذلك يعود إلى كونه متغير غير أساسي: 


مانا ل 0 0 عه 


2 = (3/2)- 2 = 
ها أن قيمة ,0 موجبة فإن الحل الحالي هو غير أمثل لذلك نستمر بطريقة السمبلكس للتوصل إلى 
الحل الأمثل والموضح بالجدول (40-1): 


)40-1( الجدول‎ 
6 3 3 b 
Cs 1 1 4 1 1 1 
B.V. 
0 1 0 0 21 1 1 30 
3 X 3/2 1/2 1 2 0 1/2 60 
3 

6 -7/2 1/2 0 -4 0 -3/2 2-0 
0 1 1 0 0 1 1 1 30 
2 1 3 1 2 4 0 1 120 

6 5 0 -1 0 0 2 2- 0 
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الحل الأمثل هو: 
X= =۸, =0 < ۸ =120 ; 2 - 0‏ 
۷. إضافة القيد 228 > ,× + ,5 + ,7 + ,2 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (36-1) في حال 
تحقق القيد: 
8 < 300 = 0 + (60) 5 + 0 + )2(0 
ها أن القيد لا يتحقق أذن الحل الحالي هو غير أمثل لذلك يضاف القيد إلى المرحلة الأخيرة من الجدول 
(36-1)ونستمر بطريقة السمبلكس للتوصل إلى الحل الأمثل والموضح بالجدول (41-1): 


الجدول (41-1) 
0 0 3 2 1 
0 1 1 1 1 1 0 
30 0 1 0 5 1 
60 0 1/2 1 2 3/2 
228 1 0 5 1 2 
Z=0‏ 0 3/2- 0 ع 7/2- 
30 0 31 0 8 5 
60 0 1/2 1 2 3/2 
72 1 52 0 9و 112 
0 3/2- 0 4- 702 6 
38 1/9- 8- 0 35 8- 
44 2/9 1/18- 1 0 5/18 
8 1/9- 5/18 0 1 11/18 
م 9 - 71/18 0 0 19/18- 6 


الحل الأمثل تم التوصل إليه بوساطة طريقة السمبلكس الثنائية: 
X =X =0 7, - 44 <۸, - 8 : 72 - 8‏ 
مثال (38-1): لأنموذج البرمجة الخطية (.5.])الآتي: 


Max Z= 10X, + ي/12‎ + 6X, 
S.T 


۸ + 2۸, + 38, < 0 
2X +X, + 7 > 59 
3/ + 5۸, + 4, > 0 
X«X,«X, > 0 
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أوجد الحل الأمثل للأنموذج 

أوجد سعر الظل للقيد الأول باستخدام تحليل الحساسية وبين نوع القيد. 

أوجد سعر الظل للقيد الثاني باستخدام تحليل الحساسية وبين نوع القيد 
أوجد سعر الظل للقيد الثالث باستخدام تحليل الحساسية وبين نوع القيد 

ما هو التفسير الاقتصادي لزيادة قيمة ,© بممقدار (5) ألف دينار. 

ما هو التفسير الاقتصادي لزيادة قيمة ,© مقدار ©) ألف دينار. 


o دي‎ i i م‎ 


1 3 1 
۷. ماهو تأثير تغيير متطلبات ,× من الموارد من 1 إلى 1 


2 1 ١ 
8 ماهو تأثير تغيير متطلبات ,7 من الموارد من 8 إلى‎ .۸ 
×+, + ×, >30  ديقلا ماهو تأثير إضافة‎ .9 
ماهو تأثير إضافة متغير 1 ربح مقداره ( 12) إلف دينار للوحدة الواحدة ومتطلبات موارد‎ .٠ 


0 


الحل: 
1. الحل الأمثل للاموذج موضح بالجدول (42-1): 
الجدول (42-1) 
0 0 0 6 12 16 5 
Cg B.V 0 b‏ 
1 1 1 1 1 1 
80 0 0 1 3 2 1 1 0 
4 
59 0 1 0 1 1 2 1 0 
5 
120 1 0 0 4 5 3 1 0 
6 
C 10 12 6 0 0 0 Z=0‏ 
32 2/5 0 1 75 0 1/5 1 0 
4 
35 1/5 1 0 1/5 0 75 1 0 
5 
24 1/5 0 0 4/5 1 3/5 1 12 
2 
C 14/5 0 -5 0 0 -5 Z7 =28‏ 
37 3/7 1/7 1 10/7 0 0 1 0 
4 
25 1/7 5/7 0 1/7 0 1 1 10 
1 
9 2/7 3/7 0 57 1 0 1 12 
2 
C 0 0 -4 0 2 2 2- 8‏ 
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الحل الأمثل هو: 

X =25< =9 < ۸, - 0, X= 37: 7= 8‏ 
۲. سعر الظل للقيد الأول هثل الزيادة الصافية في 7 نتيجة لزيادة وحدة واحدة في كمية المورد ,ط 
لذلك فإن عمود ط الجديد في جدول السمبلكس الأمثل هو: 


1 1/7 77 81 38 
b-=Bp= |0 5/7 -7 59 25 
0 -3/7 277 120 9 


لذلك فإن قيمة 7 الجديدة هي 358 وعليه فإن سعر الظل للقيد الأول هو: 
سعر الظل - قيمة 7 الجديدة - قيمة 7 القدهة 
= 358 - 358 = ۰ 
ما أن سعر الظل للقيد هو صفر فهذا يعني أن ال موارد ,ط غزيرة ولذلك فإن القيد غير مؤثر. 
3 260/7 80 3171- 1/7 1 


180/7 0 |_| 1/7- 5/7 0| دم 6 
60/7 120 21 3/7- 0 


قيمة 7 الجديدة هي 360 لذلك فإن سعر الظل للقيد الثاني هو: 


2 - 360-358 
ا أن سعر الظل للقيد هو موجب فهذا يعني أن الموارد ,6 نادرة ولذلك فإن القيد مؤثر. 
4. 
174/7 59 چ 7- 5/1 0 = b = Bb‏ 
قيمة 2 الجديدة هي 360 ولذلك فإن سعر الظل للقيد الثالت هو: 
2 = 358 - 360 
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ا أن سعر الظل للقيد هو موجب فهذا يعني أن الموارد ,ط نادرة ولذلك فإن القيد مؤثر. 
5. زيادة قيمة ,© إلى (15) إلف دينار لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (42-1)في حال 


0 

5 10/7 

0,=6-)0 15 12( 1/7 = 6 - )75/7( = -7 
5/7 

C. =0-(0 2 1 = 0 -)39/7( = - 9 

7 --(7/ )- 2 5/71 )12 15 ( - ا 
7- 

5 -7 

© =0-)0 15 12( -1/71| = 77 
2 


ها أن قيم صف €١‏ غير موجبة لذلك فإن الحل الحالي هو أمثل والتغير يكون في قيمة دالة الهدف: 
X - 25 < ۸ =9 ۸, =0 :75- 3‏ 
زيادة ربح الوحدة الواحدة من 12 مقدار (5) إلف دينار أدى إلى زيادة الربح الإجمالي مقدار 
(125)إلف دينار. 
6> زيادة قيمة ,© إلى (12) إلف دينار لا يؤثر على الحل الأمثل ال موضح بالجدول (46-1)في حال كون 
قيمة ,0 الجديدة غير موجبة: 


60-12-00 10 12) 10/7 = 12-10 =2 
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ما أن قيمة © موجبة لذلك فإن الحل الحالي هو غير أمثل وعليه نستمر بطريقة السمبلكس 
للتوصل إلى الحل الأمثل والموضح بالجدول (43-1): 


الجدول(43-1) 
Cj 10 12 12 0 0 0‏ 
Cg ۸ 1 1 1 1 1 :‏ 
B.V 4‏ 
37 3/7 1/7 1 10/7 0 0 1 0 
25 1/7 5/7 0 1/7 0 1 1 10 
9 2/7 3/7 0 5/7 1 0 1 12 
98 -2 2 2 0 2 0 0 6 
19 1 1 1 0 2 0 1 0 
116/5 15- 4/5 0 0 5- 1 1 10 
63/5 2/5 5- 0 1 7/5 0 1 12 
Z = 2‏ 45- 4/5 0 0 14/5- 0 6 
الحل الأمثل هو: 


X = 116/5 < XK, =0 <۸, = 63/5 ; 2 - 2‏ 
زيادة ربح الوحدة الواحدة من 7 إلى (12) إلف دينار أدى إلى زيادة الربح الإجمالي مقدار (25.2) 
إلف دينار نتيجة لدخول ,× كمتغير أساسي بدل المتغير ,× 


1 ' 
7تغيير متطلبات ,× من الموارد إلى 0 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (42-1) في حال كون قيمة 


© الجديدة غير موجبة باعتبار ,1 متغير غير أساسي. 


1 1/7 7 1 


1 5 
BF 8 -6-)0 10 12( 0 5/7 -11 1‏ سروت رن 
2 21 /ة- 0 2 
2/7 
6-6-0- | 3/7 (12 10 0)-6 = 
1/7 


13 


البرمجة الخطية 2 2 2 2 2 02 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ز2ز 2ز2ز2ز2ز2ز 2ز2ز 2 ز2ز2ز2ز ز ز ز Saou‏ ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز [ ااا 


ها أن قيمة ,0) هي صفر لذلك فإن الحل الموضح بالجدول (42-1) هو أمثل مع وجود حل أمثل 
بديل والموضح بالجدول (44-1): 


الجدول(44-1) 
0 0 0 6 12 10 60 
b‏ 6 
B.V. X 1 1 1 1 1‏ 
37 3/7 1/7 1 2/7 0 0 0 
4 
25 1/7 5/7 0 3/7 0 1 10 
1 
9 2/7 3/7 0 1/7 1 0 12 
2 
8 -2 2 2 0 0 0 0 6 
613 1/3 14 1 0 0 2/3 0 
4 
175/3 1/3 5/3 0 1 0 7/3 6 
3 
١ 0 2/3 1/3 2/3‏ 1/3 12 
2 
98 - 2 33 2 0 0 0 0 6 


الحل الأمثل البديل هو: 
X =0 ۸ =2/3 < //- 175/3 ; 5-98‏ 


2 
8.تغيير متطلبات ,× من الموارد إلى 08 لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول(42-1) في حال 


كون قيمة ,0) الجديدة تساوي صفر باعتبار × متغير أساسي: 


9 1 1/7 -3/7|]2 
C=C, -C,| B" 4|j=10-(0 10 12(]0 57 -4 
6 0 -3/7 2/7 |6 


0 
=10-)0 10 12( 2 8 = 10-20 =- 0 


ها أن قيمة ,0 سالبة فإن الحل الحالي هو غير أمثل لذلك نستمر بطريقة السمبلكس للتوصل إلى 
الحل الأمثل الموضح بالجدول (45-1) 


134 


Linear Programming‏ 1111111111111111110116110161616161161616111611161116111616101016161616101016160161610161610161016016101060101010109 البرمجة الخطية 


)45-1( الجدول‎ 
10 12 6 0 0 0 
b 
5ك ]لخر ا‎ 1 7 1 
0 : 0 0 10/7 1 1/7 3/7 37 
10 ٤ 2 0 1/7 0 5/7 1/7 25 
12 ١ 0 1 5/7 0 3/7 2/7 9 
C 10 0 38/7 0 2 2 
0 0 0 10/7 1 1/7 3/7 37 
10 1 0 1/14 0 5/14 1/14 25 
12 0 1 5/7 0 3/7 2/7 9 
C 0 0 237 0 11/7 19/7 Z293 
0 1 2/5 0 7/5 1 0 2/5 32 
0 14/5 0 1/5 0 1 1/5 35 
12 65 1 4/5 0 0 1/5 24 
C 22/5 0 -5 0 0 -5 Z = 8 


المرحلة الأولى من الجدول (45-1) لا تمثل الصيغة العامة لذلك يتم تقسيم الصف الثاني على (2) 
ليتحول إلى الصيغة العامة ومن ثم تطبق طريقة السمبلكس للتوصل إلى الحل الأمثل وهو: 
2-8 ; 35دي/ 7‏ 7-32 .22-24 7-7-0 


9 . إضافة القيد 30 ,21+ +X,‏ لا يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (42-1) في حال تحقق 
القيد: 
0 < 34 - 0 + 9 + 25 
ما أن القيد لا يتحقق فإن الحل الحالي غير أمثل لذلك يتم إضافة القيد إلى المرحلة الأخيرة من 
الجدول (42-1) ونستمر بطريقة السمبلكس للتوصل إلى الحل الأمثل والموضح بالجدول :(46-1) 
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)46-1( الجدول‎ 
مد اع‎ 12 6 0 0 0 0 
6 b 
1 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 6 7 
0 X Ox 0 10/7 1 1/7 3/7 0 37 
4 
10 X 1 0 1/7 0 5/7 -1/7 0 25 
1 
12 1 0 1 5/7 0 -7 2/7 0 9 
2 
0 X 1 1 2 0 0 0 1 30 
C 0 0 -7 0 2 2 0 
0 X 0 0 10/7 1 1/7 -3/7 0 37 
4 
10 7 1 0 1/7 0 5/7 -1/7 0 25 
1 
12 7 0 1 5/7 0 -3/7 2/7 0 9 
25 
0 X 0 0 8/7 0 27 1/7 1 4 
7 
ع6‎ 0 0 -7 0 2 2 0 
0 1 0 0 2 1 0 1/2 1/2 35 
4 
10 17 1 0 3 0 0 12 5/2 15 
1 
12 X 0 1 0 0 1/2 502 15 
2 
0 1 0 0 4 0 1 1/2 7/2 14 
5 
ع6‎ 0 0 -2 0 0 -1 7 72-0 


المرحلة الأولى من الجدول (46-1) لا تمثل الصيغة العامة لأن عمودي المتغيرين الأساسين,/, ,× تحتوي 
على قيم موجبة في الصف الرابع لذلك يتم ضرب الصف الثاني والثالث ب (1) ومن ثم أضافتها إلى 
الصف الرابع وبذلك نحصل على الصيغة العامة ومن ثم نحصل على الحل الأمثل الجديد بوساطة 

X=15 72-15 X=0, X=35 X= 14 12 - 0 


1 


2 
0. إضافة متغير جديد 1 بربح مقداره (12) إلف دينار للوحدة الواحدة ومتطلبات موارد 8 لا 


يؤثر على الحل الأمثل الموضح بالجدول (42-1) في حال كون ,€ غير موجبة: 


136 


Linear Programming‏ 111111111111111111111011016101610161616116161616161616161616160161616161616161616101616161010101010101010109 البرمجة الخطية 


1 1/7 -3/7|]2 
=12-)0 10 120 57 -1/7 2 
0 -3/7 2/7 |2 


10/7 
-12-)0 10 12( 8/7 -12-8-4 
27 


ها أن قيمة ,© موجبة لذلك فإن الحل الحالي غير أمثل ويتم إضافة المتغير ,1 إلى المرحلة الأخيرة 
من الجدول (42-1) ونستمر بطريقة السمبلكس للتوصل إلى الحل الأمثل وامموضح بالجدول (47-1): 


الجدول(47-1) 
5 12 0 0 0 6 12 10 6 
B.V. 1 Xk £ 1 1 7 1‏ 4 
37 10/7 3/7 1/7 1 10/7 0 0 
X 1 0 1/7 0 5/7 -1/7 8/7 25‏ 10 
9 27 2/7 37 0 5/7 1 0 4 12 
98 -72 4 5 5 0 7- 0 0 ع6 
23/4 0 1/4- 3/4- 1 5/4 0 5/4- 4 0 
175/8 1 1/8- 5/8 0 1/8 0 7/8 8 12 
61/4 0 1/4 1/4- 0 3/4 1 1/4 4 12 
C 7/2 0 -9/2 0 -9/2 3/2 0 Z = 891/2‏ 


الحل الأمثل هو: 
X= =0 X= 61/4۸, = 232 = 175/8 , 2- 2‏ 


137 


البرمجة الخطية 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2121212121212 2 2 2 2 2 12 2 2 21 2 2 2 2ز2ز 2 ز SS‏ ز ز ز ز ز ز ز ز ز 1 1 1 1 1[ 1 ااا 


1 - 8: طريقة السمبلكس ال معدلة 
The Revised Simplex Method‏ 
الصيغة العامة لأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) هي: 


Max Z= CX 
S.T 
AX =b 
<0 
3 bı 7 
Ag, = |31 A2 <... An ا‎ = 1 
: زٍ‎ 1 
a21 322 م2ة......‎ 3 
ml Ama <. ٠. ... Amn bn 
(1n) (C, 8 e 5 
نفترض أن 4= ى 3= ”ص وأن أعمدة مصفوفة ۸ یرمز لها ,۴ ,۶ , ,2 »,۶ بحيث:‎ 
a11 a12 a13 a14 
ا‎ a21 0 a22 3 - 82 5 3 a24 
a31 a32 a33 a34 


بافتراض أن الأنموذج الخطي يكون ذو حل أساسي ممكن بحيث  (‏ ,× ,× ) هي متغيرات أساسية 
ولذلك فإن مصفوفة الأساس هي: 


0211 8312 0313 Bıı Bı Bı3 
B= (P, رم‎ P,)= aı a2 223| 8= B2ı B22 دوظ‎ 
031 23 013 Bı B3 دوظ‎ 
2 ومتجهى المتغيرات الأساسية وغير الأساسية هى:‎ 
1 
2 4-2) (0 
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وعليه فإن الحل الأساسي الممكن هو: 


5006 مرظ + رطررظ‎ b2 + وطورظ‎ 0 5 
E B2ıbı + B22 b2 + B23 b3 “1b 2)0) 
B31bı + B32 b2 + B33b3 


وبافتراض ,© تمثل معاملاكٍ 1 للمتغيرانامالأساسية فإن قيمة دالة الهدف ها 
رطب + CX = C,X,= Cb, + Cb,‏ -2 
بعد أن تم الحصول على الحل الأساسي الممكن نلجأ إلى اختبار الحل هل هو أمثل أم لا وذلك عن 


طريق احتساب ما يسمى مضاعفات السمبلكس 0( وكالآق: 
روظون + T,= C,B,, + CB,‏ 
يوظون) + روظرن) + T= C,B,,‏ 
ووظون + Ty= C,B,, + CB,‏ 
وبصورة عامة: 
(Tt, Ty T4) = Cp Baa (24-1)‏ = نر 


(25-1) ملم ع مم عل قرو ديج دبج 


في حال كون قيمة ,€ اصغر أو تساوي صفر فهذا يدل على أن الحل أمثل وعكس ذلك يدل 
على أن الحل غير أمثل ولذلك يكون المتغير ,7 هو المتغير الداخل ولذلك يتم إدخال عمود ,۶ الذي 
يحتسب کالآت والذي يمثل عمود امحور: 


3 4 2 در8 + Bı2 a24‏ + ب+روررظ 
2 ١ت‏ 
B22 a24 + B23 a34 | = 324‏ + برو روظ 0 P,‏ 
E‏ 
B3ıaı4 + B32 a24 + B33 a34‏ 


بعد ذلك يتم تطبيق قاعدة أقل النسب وكالآق: 
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وبافتراض أن أقل نسبة تتمثل بالصف الثاني فإن هذا يعني أن المتغير ,1 هو المتغير الخارج وأن 
الصف الثاني هو صف المحورء وبهذا تكون المتغيرات الأساسية الجديدة هي ( ,7,2 7٠‏ ) وهذا 
يؤدي إلى تغيير مصفوفة الأساس وثوابت الجانب الأهن من خلال عملية المحور بحيث: 


5 bı 3 Bı B2 
b = b2 BY = B-2, B22 
b3 ود 8 روا‎ 


ومن ثم يتم تطبيق المعادلات 24) و (25-1) باستخدا س مصفوفة الأسلاس الجديذة لمعرفة 
هل أن الحل الجديد هو حل أمثل أم لا وهكذا نستمر إلى أن نتوصل إلى الحل الأمثل. 
مثال (39-1): أوجد الحل الأمثل ممسألة شركة المواد الغذائية والمعرفة بالمثال (2-1) باستخدام طريقة 


Max 2 - 201+ 25 X, 


S.T 
2۸+ 3, + £, = 40 
X +2۸, + X, = 20 
3 + 1) + ۸, =0 
XX XX, X, > 0 
الحل:‎ 
نحدد أعمدة مصفوفة ى وكالآق:‎ .1 
حرط » : درم‎ : « P,= » ديم‎ ١ ديمع‎ ١ 
3 1 0 0 1 
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2. نحدد مصفوفة الأساس والتي تمثل أعمدة المتغيرات الأساسية وكالآتي: 


0 0 0 1 
B=(P, P, P,)= =1 ; B" =1‏ 
0 1 0 ا 
: 1 0 0 
3. نحدد ثوابت الجانب الأهمن وكالاآن: 
E 1 0| 40 40‏ 
b=B'b= 0 1 0 200‏ 
30 30 1 0 0 
۳. نحدد جدول السمبلكس الأول والموضح بالجدول (48-1): 
الجدول(48-1) 
Cş, B.V. B" b‏ 
40 0 0 1 1 0 
20 0 1 0 1 0 
30 1 0 0 6 0 
5. يتم احتساب مضاعفات السمبلكس وکا ڏني: 
rı T,) = C4 B= (0 0 0) 00 ١‏ )دع 
۷. يتم احتساب قيم الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأساسية وكالآتي: 
2 
1 5-5 
C=C, -rP,=20- (0 0 0) 5‏ 


C,=C,-r P,=25 - (0 0 0) - 25 


درا وح مم 
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يتضح من ذلك أن المتغير ,× هو المتغير الداخل لأنه صاحب القيمة الأعلى من حيث الأرباح النسبية 
ولذلك فإن عمود المحور هو: 


3 3 0 1 درج 
3 2 6015 1 0 وده 
1 1 ]|11 0 
ف يتم تطبيق قاعدة أقل النسب فة"المتغير الخارج 9 لاي: 
الحد الأعلى 3 B.V.‏ رقم الصف 
40/3 0 1 
(Min (‏ 10 = 20/2 1 2 
0 = 30/1 1 3 


من الجدول في أعلاه يتضح أن المتغير الخارج هو ,1 لأنه صاحب أقل النسب أي أن الصف 
ب يضرب صف ال محور بعد حاصل القسمة ب (1) ويطرح من الصف الثالث لاستبعاد من الصف 


الثالث. 
۽ يضرب صف الحور بعد حاصل القسمة ب (3) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد ,من الصف 
الأول. 


عملية ال محور موضحة بالجدول (49-1): 


الجدول (49-1) 


6 B.V. 8 b 
0 1 1 32 0 10 
0 1 0 1/2 0 10 
0 1 0 12 1 20 
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مضاعفات السمبلكس للجدول (49-1) هي: 


| 2 
r= CyB =(0 25 0) 0 1/2 0 = )0 25/2 0( 
0 -1/2 1 


قيم الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأساسية هي: 


2 

C=C, -rP,=20- (0 25/2 0) ا‎ = 20 - 25/2- 0 
0 

02 - = 1 )0 25/2 0)-0صيرطع دي در 
0 


يتضح من ذلك أن المتغير ,× هو الداخل لأنه صاحب القيمة الموجبة من حيث الأرباح النسبية 
ولتحديد المتغير الخارج نستخدم قاعدة أقل النسب بعد تحديد عمود المحور وكالآق: 


1 1 -3/2 0 2 1/2 
EEE O E ا‎ 1/2 
0 -1/2 1 3 5/2 

الحد الأعلى د ,× B.V.‏ رقم الصف 


10/(1/2) = 0 


10/)1/2( = 0 


20/)5/2( = 8 


من الجدول أعلاه يتضح أن المتغير الخارج هو 14 وأن الصف الثالث هو صف المحور وباستخدام 
عملية المحور نحصل على جدول السمبلكس التالي وکالاآتي: 
.١‏ يقسم صف احور على (5/2) ليكون معامل ,× مساوي للواحد. 
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؟. يضرب صف المحور بعد حاصل القسمة ب 1/2) ويطرح من الصف الأول وكذلك يطرح من 
الصف الثاني لاستبعاد , من الصفين الأول والثاني. 
عملية ال محور موضحة بالجدول (50-1): 


الجدول(50-1) 
B.V. 8 5‏ 6 
1/5 7/5 1 1 0 
6 1/5 3/5 0 1 25 
8 2/5 1/5 0 1 20 


مضاعفات السمبلكس لجدول (50-1) هي: 


4 1 5 -1/5| _ 
) = C, B= (0 25 20) 0 3/6 165 = )0 11 3( 


0 --/5 2/5 


11 = (Tt, 7 7 


قيم الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأساسية هي: 


0 
C,=C,-rP,=0-(0 11 3) 1 = -1‏ 
0 
5و-- 0 )3 11 C,=C,-rPg=0-(0‏ 
0 
1 
ها أن قيم الأرباح النسبية غير موجبة فإن هذا يعني أن الجدول (50-1) يمثل الحل الأمثل: 
X =8 X=6‏ 


قيمة دالة الهدف هي: 


Z=C, ا‎ = )0 25 20( 6 - 0 
6 
8 
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مثال(40-1) : أوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية (.1.۲) والمعرفة بالمثال (21-1) باستخدام 


طريقة السمبلكس المعدلة: 
Min 7 - -3 7 + 5 22-1‏ 
S.T‏ 
X +2, +X, + = 20‏ 
X +X, +2, +, = 30‏ 
2X, + 4), +3, + ۸, =0‏ 


بعد أن تم تحديد أعمدة مضفوفة ۸# ومصفوقة الأماس نحده ثوابت الجانب الأهن وكالآقي: 


0 | |20 |)0 0 1 3-5-0-8 
0 | | 30 0 1 0 1 1 
40 40 1 0 0 
وعلى هذا الأساس فإن جدول السمبلكس الأولي هو: 
الجدول (51-1) 

6 B.V. B" b 

0 8 1 0 0 20 

0 4 0 1 0 30 

0 4 0 0 1 40 
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مضاعفات السمبلكس للجدول (51-1) هي: 


7 1 0 
Ti - ) 2, 7 12( - ين‎ =(0 0 0) 0 1 0 =)0 0 0( 
0 0 1 


1 

و-- 1 )0 0-0)-3خطع دوعن 
2 

E2 2 

C,=C,-rP,=5-(0 0 0) 1 -5 
4 

_ 1 

C,=C,-rP,=-2-(0 0 0) - 2 
3 


يتضح أن المتغير ,× هو المتغير الداخل لأنه صاحب القيمة الأكثر سالبية من حيث الأرباح النسبية 
ولذلك فإن عمود المحور هو: 


56 Med. Oa 1 
ERE IGE TT 01 1 1 
ا‎ 2 


وبوساطة استخدام قاعدة أقل النسب فإن المتغير الخارج هو إما ,× أو ,× لأنهما يمتلكان أقل 
نسبة وسوف يتم اختيار ,۸ كمتغير خارج ولذلك فإن الصف الأول يمثل صف ال محور وباستخدام 
عملية ا محور نحصل على جدول السمبلكس التالي وكالآتي: 

.١‏ يضرب صف المحور ب (1) ويطرح من الصف الثاني لاستبعاد ,× من الصف الثاني 

؟. يضرب صف المحور ب (2) ويطرح من الصف الثالث لاستبعاد ,1 من الصف الثالث 

عملية ا محور موضحة بالجدول (52-1): 
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B.V B" b 
3 X 1 0 0 20 
0 1 1 1 0 10 
0 5 -2 0 1 0 
مضاعفات السمبلكس للجدول (52-1) هي:‎ 
r - يم بع)‎ T4) = C,B =(-3 0 0) : ا‎ = )-3 0 0( 
-2 0 1 


باستخدام مضاعفات السمبلكس يتم احتساب قيم الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأساسية وكالآتي: 


C=C, -RP,=5-(-3 0 0) 
C,=C,-rP,=-2-(-3 0 0) 


C=C,-rP,=0-(-3 0 0) 1 =3 


يتضح من ذلك أن الحل المبين بالجدول (52-1) هو الحل الأمثل: 


قيمة دالة الهدف هي: 
م-- | 20 )0 0 C,b=(-3‏ -2 
10 
0 
مثال (41-1): أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة الخطية (.1..2آ) المعرفة بالمثال (23-1)باستخدام 


طريقة السمبلكس اللعدلة: 
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Min 2 - 21 +3X, 4M X, ط+‎ 
S.T 
X,+2X, +X, =6 
2X, +2۸, + = 
1+ X, +, =3 
XXX, XXX, >0 


4 


1 0 0 
B= (P, P, P,)= 0 1 0| =1 B” =1 
0 0 1 
نت‎ 1 0 0 61 6 
b= 8" = 0 1 0 E 1 
0 0 1 3 3 
:)53-1( جدول السمبلكس الأولي موضح بالجدول‎ 
)53-1( الجدول‎ 
6 B.V. 86 b 
0 7 1 0 0 6 
M 37 0 1 0 4 
M 7 0 0 1 3 
مضاعفات السمبلكس للجدول (53-1) هي:‎ 
1 1 0 0 
Ti - ) 2, TT 72( > CyB =(0 M M) =(0 M M) 
0 1 0 
0 0 1 
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قيم الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأساسية هي: 


1 ج 

C=C,-rP,=2-(0 M M) | - 6ه‎ 
1 

2 

M M) 2 | = 3M‏ 0)-3حرطع - يه در© 
1 

C,=C,-rP,=0-(0 M M) 0| - 4د‎ 
-1 
0 


المتغير ,× هو المتغير الداخل لأنه صاحب القيمة الأكثر سالبية من حيث الأرباح النسبية من حيث 
الأرباح النسبية وعليه فإن عمود المحور هو: 


1 0 0 1 1 
P,=B'P, = 0 1 0 2 2 
0 0 1 1 1 


وبوساطة استخدام قاعدة أقل النسب فإن المتغير الخارج هو ,(لأنه تلك أقل نسبة ولذلك فإن 

الصف الثاني هو صف المحور وباستخدام عملية المحور نحصل على جدول السمبلكس التالي وكالاتي: 

.١‏ يقسم صف المحور على (2) ليكون معامل ,× مساوي للواحد. 

؟. يضرب صف المحور بعد حاصل القسمة ب (1) ويطرح من الصف الأول وكذلك يطرح من 
الصف الثالث لاستبعاد ,× من الصفين الأول والثالث. 

عملية ا محور موضحة بالجدول (54-1): 
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)54-1( الجدول‎ 
6 B.V. 28 b 
0 1 1 1/2 0 4 
2 77 0 1/2 0 2 
M X2 0 1/2 1 1 
مضاعفات السمبلكس للجدول (54-1) هي:‎ 
4 -1/2 
=(T TT) = ون‎ 5 =(0 2 M) = (0 1- (1/2)M M) 
1 TU, TC TE 1/2 
-1/2 
قيم الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأساسية هي:‎ 
C,=C,-rP,=3- (0 1- (1/2)M 0 : 
0 
C,=C,-rP,=0-(0 1-(1/2)M M)| -1 | = 1- (1/2)M 
0 


قيم الأرباح النسبية للمتغيرات الاصطناعية غير الأساسية لا يتم احتسابها لأن ا متغيرات الاصطناعية 
تدخل إلى الأنموذج لكي تعمل عمل متغيرات أساسية للحل الأساسي الممكن الأولي وبعد أن تؤدي 
الغرض منها يتم استبعادها من الأنموذج. 


يتضح أن المتغير ,7 هو المتغير الداخل لأنه صاحب قيمة سالبة من حيث الربح النسبي وعليه فإن 


عمود المحور هو: 
0١) 0 1/2‏ 1/2- 1 0 
BP, = 0 1/2 0] -1 | =| -2‏ درم 
1/2 0 1 1/2- 0 


وبوساطة استخدام قاعدة أقل النسب فإن المتغير الخارج هو ,7 لأنه صاحب أقل نسبة ولذلك فإن 
الصف الثالث هو صف المحور وباستخدام عملية المحور نحصل على جدول السمبلكس التالي وكالآق: 
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.١‏ يقسم صف المحور على (1/2) ليكون معامل ,× مساوي للواحد. 
؟. يضرب صف الحور بعد حاصل القسمة ب 1/2) ويطرح من الصف الأول لاستبعاد,7 من 
الصف الأول. 
۳. يضرب صف احور بعد حاصل القسمة ب (1/2-) ويطرح من الصف الثاني لاستبعاد, × من 
الصف الثاني. 
عملية ال محور موضحة بالجدول (55-1): 
الجدول (55-1) 


6 B.V. 28 b 
1 0 -1 3 
2 1 0 0 1 3 
7 0 -1 2 2 
مضاعفات السمبلكس للجدول (55-1) هي:‎ 
= = CB" =(0 2 0 -)0 0 2 
N = (Tt, Ty Tt) = B =) ) 0 0 1 = ) ) 
0 -1 2 
قيم الأرباح النسبية للمتغيرات غير الأساسية هي:‎ 
58 2 
0)-3-رم5»- يك درن‎ 0 2)|2| =1 
1 
)55-1( ها أن قيمة الربح النسبي للمتغير غير الأساسي ,× هي غير سالبة فإن الحل الموضح بالجدول‎ 


يمثل الحل الأمثل: 
قيمة دالة الهدف هي: 


Z=C,b=(0 2 0)| 3| =6 
2 
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9-1 طريقة السمبلكس بوساطة التجزئة 
Simplex Method By Decomposition‏ 


العديد من مسائل البرمجة الخطية (1.2) تتكون من عدد كبير من القيود أو المتغيرات وأن 
بعض قيود المسألة تمثل عدد معين من المتغيرات والبعض الآخر بمثل عدد آخر من المتغيرات حل هكذا 
أنواع من المسائل يتم عن طريق تجزئة المسألة الأصلية إلى عدد معين من المسائل الفرعية البسيطة 
ومن ثم التوصل إلى الحل الأمثل للمسألة الأصلية من خلال الحل الأمثل للمسائل الفرعية والتي تكون 
مستقلة واحدة عن الأخرى. 
نفترض مسألة البرمجة الخطية (2.]) الآتية: 
(A) Min Z= CX‏ 
S.T‏ 
AX =b‏ 
X>0‏ 
بحيث أن معاملات المصفوفة 4 تكون بالصيغة الآتية: 


حيث أن: 

بآ: مصفوفة (ه +.ه) بحيث ,<« عدد القيود التي تجمع متغيرات الأموذج الأصلي وه عدد متغيرات 
القيد. 

,4: مصفوفة ( + ه) بحيث ,ده عدد القيود التي تجمع بعض متغيرات الأنموذج الأصلي 

ولذلك فإن: 

11-10-30 ae +t NM = mM, + mM, + ie FIR 

bf) = (XÎ Xj -----X‏ سس bj‏ أرط ) = (C", ----- CT, J« bî‏ = أن 
وعلى هذا الأساس فإن البرنامج (8) يكافى البرنامج الآن: 
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k 
(B) Min Z = 3 cî 1 ا‎ )27-1( 
121 
S.T 
k 
SEE, حي م موي‎ )28-1( 
11 
AX 2و رط د‎ 1642 ek لس‎ (29-1( 
X>0 j=12--k 
أما القيد:‎ X,>0و‎ A,X, = b, كل برنامج فرعي يتكون من القيود‎ 


k 

يط د LX,‏ 3 

121 
فهو قيد ثل جميع الفروع أي يحتوي على متغيرات الأنموذج الأصليء قيود البرامج الفرعية تعرف ب 
Convex polyhedron ( 5‏ وبافتراض أن كل 5 هو محدد فإن 5 يكون ذو عدد محدد من النقاط( ,< ( 
------1 -1 ,£ والتي تحقق القيود ولذلك فإن أي نقطة ,× في 5 يعبر عنها كالآق: 


Sj 
X > 2 2 7 لصحو ل ا‎ )30-1( 
1-1 
Sj 
2 2 a ا كا‎ )31-1( 
ذه‎ 
X۸,<0 (i =1 8, ) 
ولذلك فإن البرنامج ( 8 ) يتحول إلى البرنامج الآتي:‎ 
K Sj 
(C) Min 2-2 > CA, PEE OMIT HENE )32-1( 
1دز‎ i=1 
5.1 
K Sj 
ZZ ۸, bj دد ارد‎ )33-1( 
j=1 1=1 


Sj 
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حيث أن: 

(35-1) سس CX)‏ © ع 1 بآ ترط 
قيم ,۸ في البرنامج (©) تكون غير معلومة وهو يدعى برنامج الأستاذ( صتهروه:ط ءايه ولذلك فإن 
حل البرنامج (©) يؤدي إلى الحصول على قيم ,۸ والتي من خلالها نحصل على قيم × للبرنامج (8» 
ولذلك فإن الحل الأمثل للبرنامج الأصلي (4) يشترط أن تكون كل , × معلومة. 


3 
أسلوب الحل بوساطة التجزئة يقلل عدد القيود من + ,دد) ر< (< إلى (1 +,دد) 


ا 
3 3 
ولكن عدد المتغيرات يتزايد من ر" إلى ر »ف الحقيقة بعض المسائل لا يمكن معرفة 
i=1‏ ادر 
مسبقا ولذلك فإن الصيغة العامة للحل بوساطة التجزئة تقوم على أساس البدء بنقطة واحدة لكل 
5 لتكوين حل أساسي ممكن والذي بواسطته يتم التوصل إلى الحل الأمثل فمثلا البرنامج ( ©) يتكون 
من ( +K‏ ,2< ) من القيود وكذلك من النقاط التي تحقق هذه القيود وبمتجهات عمودية معرفة 


بالصيغة الآتية: 
(36-1) 5ه5©*ظ22 1 Lj Xij‏ = 00 م 
3 6 


حيث ۽ هو عبارة عن متجه عمودي يتألف من من العناصر الصفرية ما عدا العنصر- ز الذي يتمثل بقيمة 
مقدارها واحد» بعد الحصول على الحل الأساسي الممكن نستخدم طريقة السمبلكس المعدلة حيث يتم استخراج 
مضاعفات السمبلكس ل K(‏ + ,ص ) من القيود بحيث أن مضاعفات السمبلكس للمعادلات (34-1(:33-1) هى: 
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على التواليء أما معاملات الأرباح النسبية فيتم احتسابها كالآق: 


C; = Cj = ) @ ) ووک زم‎ )37-1( 
فإن الحل الأساسي الممكن هو حل أمثل.‎ 11١ ) ©, ( < 0 في حال کون‎ 
1 
ما أن:‎ 
Min (Cj) = Min [Min 6 (rî OM p, 3 
1J J 1 
= Min Mi ) "درك‎ b,)- O, ١ 00 )38-1( 
1 1 
بثبات ز فأن:‎ 
Min (C; - r b,( 0 (Cr 1ج‎ ١ 
- Min ٣ Cr L)X, - E )39-1( 


إن (39-1) تمثل التقليل الذي نحصل عليه لكل نقطة ,× من 5 أي أنها تمثل دالة الهدف 
للمسائل الفرعية والتي يجب التوصل إلى حلها لكي يتم اختيار هل أن 0 <(ز1]10)©1 أم لا ولذلك 
فإن الصيغة العامة للمسائل الفرعية تكون: 
(D) Min Z=(C rL) X,‏ 
S.T‏ 
بط = AX,‏ 
X, <0‏ 
مما تقدم يتضح أنه تم افتراض( ) + ,ده ) من النقاط التي نحتاجها لتكوين حل أساسي ممكن لبرنامج 
الأستاذ ( © »هنالك أسلوب آخر يقوم على أساس استخدام نقطة واحدة لكل 5 أي 


2,5 لكل ----- 2 ,1 = و1 بحيث: 


نفترض الأساس لبرنامج (©) والذي هثل المرحلة الأولى هو: 


155 


البرمجة الخطية 


Ab + وك‎ by سس‎ +A ل يط‎ we, F لس‎ F Wr €n =P, 
۸= j9 دی‎ k 

Aw, > 0 

حيث » متجه ( 1+ , ) والمتغيرات» رس > W‏ ------ 2 ۸ تمثل المتغيرات الأساسية والإشارة + 
تستخدم لتكون ام متغيرات الاصطناعية ,» غير سالبة في الحل الأساسي وباستخدام طريقة السمبلكس 
ذات المرحلتين يتم تقليل ,۷ + ------- + ر« = ۷ عوضا عن 2 في البرنامج (©0) بحيث في نهاية المرحلة 


يتم الحصول على الحل الأساسي الممكن للبرنامج (©) في حال وجوده. 


مثال (42-1): أوجد الحل الأمثل ملسألة البرمجة الخطية (.5..) الآتية: 
Min Z=2X, - X, - 2, -3۸,‏ 
S.T‏ 
0= ,ل + ,3+ ,2۸+ X۸,‏ 


X +2۸, < 10 


الحل: 


n =n + ح ملل 4 ح يط‎ 200 + m, + my, =5 
o 3 2 
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(1 3) =1 < )2 1) بآاء درم A=‏ 
2- 2 0 1 


C=)1 -3)" معن‎ 17 =, =, 7" 


تقسم المسألة الأصلية إلى مسألتين فرعيتين مستقلتين بحيث قيود المسألة الفرعية الأولى (5) هي: 


0 > 21 +2 
وقيود المسألة الفرعية الثانية(,5) هي: 


حل المثال سوف يتم وفق أسلوبين: 
الأسلوب الأول: تحديد K(‏ + ,ده ) من النقاط لكل(5) بحيث النقاط التي تحقق (5) هي: 


1 0 1 0 X X : 
11 0 7 5 317 0 ٤ A1 5/2 


والنقاط التي تحقق ,5 هي: 


(J‏ *)( “لم مز ل 


تحديد النقاط في أعلاه يتم من خلال القيود ,8 ,5 وذلك بافتراض أن قيمة أحد المتغيرين تساوي 
صفر ومن ثم التوصل إلى قيمة المتغير الآخر أو بأخذ قيمة لكل متغير بحيث تحقق القيود. 
من المعادلة (35-1) نحصل على: 
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C,, =15/2« Cy, = 10 ¢ C = -5 «C =0 


C,=-4 <C, =-24 C= 0‏ :19 - ديك 
برنامج الأستاذ يكون وفق الصيغة الآتية: 
Min Z = -5A,, + 10 A, +) 15/2), - 24 A,» - 4 A, - 19 A,‏ 
S.T‏ 
10A, + 5A, + 10 + 8 + 122 + 9= 0‏ 
A+ A + 2 9 1 =1‏ 
A+ hl ۴ 12 F 2 =1‏ 
j=12ز‏ 1234 i=‏ 0 <,1 
طريقة الحل بالتجزئة تفترض أن المتغيرات الوهمية هي جزء من المتغيرات الأصلية للأموذج 
ولذلك يتم إضافة المتغيرات الاصطناعية فقطء حل برنامج الأستاذ موضح بالجدول (56-1): 
الجدول (56-1) 


G| o -5 10 15/2 0 -24 -4 -19 M 
cC zz b 
BV. yy A, Ma As ss 4, Ms Xı 
M X 0 10 5 10 0 8 12 9 1 20 
1 
0 An 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 
0 ًّ 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 
C . -5-10M 10-5M 15/2-10M 0 -24-8M -4-12M -19-9M 0 Z =20M 
M y 0 10 5 10 -12 4 0 3 1 8 
86 
0 Xn 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 
4 5 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 
6 . -5-10M 10-5M 15/2-10M 4+ 12 -20+4M 0 -15+3M 0 Z = -4+8M 
-5 15 0 1 1/2 7 -6/5 2/5 0 -0 4/5 
21 
0 1 1 0 12 0 6/5 2/5 0 3/0 1/5 
4 9 0 0 0 0 1 1 1 1 1 
C 0 0 25/2 25/2 2 22 0 -2 Z=-8 
5 2 1 1 1 1 0 0 0 0 1 
24 7 5/2 0 5/4 0 3 1 0 3/4 1/2 
4 5/2 0 5/4 0 2 0 1 1/4 1/2 
C 55 0 40 25/2 64 0 0 0 Z=-19 
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الحل الأمثل هو: 
9-=2; 1/2 دري ع 12= A,‏ < 1= 
باستخدام ا معادلة (30-1) نحصل على قيمة المتغيرات الأصلية للأموذج وكالآتي: 


E aT 


9- -2 ;4 = 2۸ - 
الأسلوب الثاني: تحديد نقطة واحدة لكل ,5 بحيث: 


0 
ماعط‎ X,=(1 2) 09 =0; b= y= )3 1 5 1 


برنامج الأستاذ بعد إدخال المتغير الاصطناعي ,× يكون بالصيغة الآتية: 
Min Z=C 2 ۳ Cs, 3 C4 ” Cı, 7 3 6 A4» 3 Caka‏ 


214 21 
S.T ا‎ 
Ab, + A 5 eX, = 20 
A 1ت‎ 
A =1 
A Ag, X> 0 


1 = ,» والإشارة يتم اختيارها بحيث تحقق0 <,7 وبعد تعويض قيم ,,ط ,,ط في الأموذج فإن الحل 
الممكن الأساسي هو: 

A, =1 <A, =1‏ < 7-20 
للتوصل إلى الحل الأمثل للأأنموذج نستخدم طريقة السمبلكس ذات المرحلتين أي أن دالة الهدف 
للمرحلة الأولى هي £ -2 Min‏ 55 


لل 


1 0 0 
B= 0 1 0| =1 B" =1 
0 0 1 
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1 0 0 20 20 
b= 87 = 0 1 0 1 = 1 
0 0 1 1 1 


الحل الممكن الأساسي الأولي للمرحلة الأولى موضح بالجدول (57-1): 
الجدول (57-1) 


© B.V. 58 b 
1 7 1 0 0 20 
0 2 0 1 0 1 
0 A 0 0 1 1 
مضاعفات السمبلكس للجدول (57-1) هي:‎ 
5 1 0 
د ع‎ ), A, (ي0‎ > ©,5 =(1 0 0) 0 1 0 = )1 0 0( 
0 0 1 


من المعادلة ( 39-1 ) نحصل على دوال الهدف مسائل البرمجة الخطية (.1.۲ ) الفرعية 


وکالآت: 
L) X= 1 )0 0(-1)1 2( / 1 | -- 72-2‏ ,ع - ,© ) 
12 


1 
) C, - î, L,) X= 1 )00(-1)3 1( ا‎ - 31-7, 


البرنامج الخطي الفرعي الأول هو: 
Min - 1, - 21‏ 

5.1 
X, +27, +X, = 10 


1 


X +۸ 


1 


5,6 دز 0< ,۸ 


الحل الأمثل للبرنامج الخطي الفرعي الأول موضح بالجدول (1 - 58): 
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من الجدول (58-1 ) يتضح أن الحل الأمثل هو: 


باستخدام اممعادلة (38-1) نحصل على قيمة معامل الربح النسبي للمتغير ,ر وكالآق: 
0 2 
X= {(0 0)-1(1 2)} -0-- 0‏ (آ ,م - C= (Cf‏ 
البرنامج | لخطي الفرعي الثاني هو: 


Min - 3 72, - 
S.T 


2X, +X, +X, =8 
2۸, -2۸, +, =0 


X <0 j=3478 
:)59-1( الحل الأمثل للبرنامج الخطي الفرعي الثاني موضح بالجدول‎ 


4 


الجدول (1- 59 ) 


0 1 2 1 1 0 8 
7 
0 1 2 5 0 1 10 
8 
6 3 1 0 0 0 
3 1 1 1/2 1/2 0 4 
3 
0 1 0 3 1 1 2 
8 
6 0 1/2 3/2 0 12 
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4 
X= 
1 


باستخدام اممعادلة (38-1) نحصل على قيمة معامل الربح النسبي للمتغير رر وكالآق: 


الحل الأمثل هو: 


= 4 
C= (CT - (يآ ع‎ XK, -OA,= (0 0)-1(3 1) | 


ها أن قيمة معامل الربح النسبي للمتغير ر2 هي أقل من قيمة معامل الربح النسبي للمتغير 
,ر ألذلك فإن ر۸ هو المتغير الداخل وتحديد المتغير الخارج يتم بوساطة استخدام طريقة السمبلكس 
امعدلة. 
من المعادلة (36-1) فان عمود ۸ هو: 


باستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن المتغير الخارج هو ر۸ وكالآق: 
Min ] 20/12:-1/1[- 1‏ 
الحل الجديد للمرحلة الأولى موضح بالجدول(60-1): 
الجدول(60-1) 


6 B.V EB b 

1 77 1 0 12 8 

0 2 0 1 0 1 

0 0 0 1 1 
12 
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مضاعفات السمبلكس للجدول (60-1) هي: 
2- 0 1 
12- 0 1)- 0 1 0 )0 0 1(= 5ي0 - (ي0 ,0 بع ) - r‏ 
0 


من المعادلة ( 39-1 ) نحصل على دوال الهدف مسائل الرمجة الخطية (.1.۲) الفرعية وکالآتي: 


)© -r, L) 1 X= )00(-1)1 2( ٠ N SR, 


4 


(C, - , (رآ‎ 1 X= )00(-1)31( - - 31-4 


1 
الحل الأمثل للبرنامج الخطي 1.50 ) الفرعي الأول هو: 


باستخدام المعادلة (38-1) نحصل على قيمة الربح النسبي للمتغير ,^ وكالآتي: 
0 6 
Cy, = (Cj -r,L) X, - @, = {1(0 0)-1(1 2)} 8 -0=-10‏ 


الحل الأمثل للبرنامج الخطي (.1.5) الفرعي الثاني هو: 


باستخدام المعادلة (38-1) نحصل على قيمة الربح النسبي للمتغ 8 وكالآق: 
4 1 
0= (12-) - 0 )1 1(3-)0 0( > ي0 - يم (آ ,ع - "© ) = Cy‏ 


من ذلك يتضح أن ,۸ هو المتغير الداخلء من المعادلة (36-1) نحصل على عمود ,۸ (عمود المحور) 
وكالآق: 
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باستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن المتغير ,) هو المتغير الخارج وكالآق: 
Min ] 8/10: 1/1:-[ - 0‏ 
الحل الأمثل للمرحلة الأولى موضح بالجدول(61-1): 
الجدول(61-1) 


6 B.V. 58 5 
0 2 1/10 0 -0 8/10 
0 -0 1 12/10 2/10 
0 5 0 0 1 1 


0 
C= CX, )2 -1( = -5 
5 


CX, 2 -1(‏ تر 


27 3 
0 
4 
4- = (3- 1-) د يي "ره در 
0 


مضاعفات السمبلكس للجدول (61-1) هي: 


1/10 0 1-0 
ع‎ = (r, O, (ي0‎ = CB =(-5 0 -4( -0 1 12/10 | -)-1/2 0 2( 
0 0 1 
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من المعادلة (39-1 ) نحصل على دوال الهدف لمسائل البرمجة الخطية (.1.25) الفرعية وكالآق: 


1 
(CT - ع‎ lL) X= 1 )2 -1(+ 1/2 )1 2( ا‎ = 2 


2 


(Cj - ب‎ L) X= 1 )-1-3( + 1/2 )3 1( / 1 = 1/3 /,- 5/21 


464 
الحل الأمثل للبرنامج الخطي (.1..5) الفرعي الأول بدالة الهدف الجديدة موضح بالجدول (62-1): 
الجدول(62-1) 
0 0 0 5/2 5 
b‏ 1 6 
1 14 1 1 8 
10 0 1 2 1 2 0 
5 1 0 0 1 7 0 
0 0 0 0 52 26 


الحل الأمثل هو نفس الحل الأمثل المتمثل بالنقطة ,,/1 ولذلك فإن قيمة الربح النسبي هي 


صفر. 

الحل الأمثل للبرنامج الخطي «(.8.آ) الفرعي الثاني بدالة الهدف الجديدة موضح بالجدول -63) 
(1: 

) 63 -1( الجدول‎ 
1/2 -5/2 
Cy b 
B.V 1 1 1 4 

1 2 1 8 

0 7 2 2 0 1 10 

9 1/2 5/2 0 0 0 

-5/2 1 2 1 1 0 8 

0 7 6 0 2 1 26 

6 11/3 0 5/2 0 20 
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الحل الأمثل هو: 


باستخدام ا معادلة (38-1) نحصل على قيمة الربح النسبي للمتغير ري وكالآتي: 
0 ب 
lL) X,- A, = 1) -1 -3 ( + 1/2 (3 1(( 0 - 2 = 2‏ ,م - "0 ) 


من ذلك يتضح أن ,۸ هو المتغير الداخلء من ا معادلة (36-1) نحصل على عمود المحور وكالآق: 


_ | 52 _( Lı» ) _ [ 5 
Pz 3 - 0 
e2 e2 1 


Pp =B"Pp. = 1/10 0 -0 8 _ |-0 
-1/10 1 12/10 0 4/10 
0 0 1 1 1 


باستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن ,۸ هو المتغير الخارج وكالآق: 
Min [ =< (2/10)/ (4/10)« 1/1 ] = 1/2‏ 
الحل الممكن الأساسي الأولي للمرحلة الثانية موضح بالجدول (64-1 ): 


الجدول (64-1 ) 
B.V B7” b‏ 6 
1 0 1 0 2 5 
1/2 3 10/4 1/4 2 24 
A 1/4 -10/4 -2 1/2‏ 4- 
مضاعفات السمبلكس للجدول (641) هي: 
0 1 0 
C, B= (-5 -24 -4 ) -1/4 10/4 3 = )5 -55 -64(‏ = (ي0 Ol,‏ ,ع ) = ع 
2- 10/4- 1/4 
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من المعادلة (39-1 ) نحصل على دوال الهدف لمسائل البرمجة الخطية (1.05) الفرعية وكالآق: 


(CT - بع‎ Ll) X= 1 )2 -1(-5)1 2( i -- 31-11 


) ©" - r, IL) X= 0 DEEN / 3 - - 16 74-81 
1 


الحل الأمثل للبرنامج الخطي (.1.۲) الفرعي الأول بدالة الهدف الجديدة هو نفس الحل الأمثل المتمثل 
بالنقطة ,, × لذلك فإن قيمة الربح النسبي هي صفرء بينما الحل الأمثل للبرنامج الخطي (2..آ) 
الفرعي الثاني بدالة الهدف الجديدة هو نفس الحل الأمثل المتمثل بالنقطة ,, × لذلك فإن قيمة الربح 
0 0 
من ذلك يتضح أن الجدول (64-1) هثل الحل الأمثل للمرحلة الثانية وللأنموذج أي: 
1A 1/2: A= 1/2 ; 5-2-9‏ =4 

باستخدام المعادلة (30-1 ) نحصل على قيم المتغيرات الأصلية للأنموذج وكالآتي: 

9--2 ; 4= .2 - ,7 5 - 7 0 در/ 
مثال (43-1): أوجد الحل الأمثل بلسألة البرمجة الخطية (..]) الآتية باستخدام أسلوب التجزئة: 


Max Z= 3X, + X, +2X, + 37 
S.T 


X, -2۸, +3, + ٨, < 0 
X, +2۸, < 10 
2X, +2, >0 
XX, X, X, >0 


الحل: 
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)2 2) ديف 2ع (2 1)-ديف < )1 I=(3‏ «)2- 1)-2سآ 
37 2)حيه 17 3)ح هن ' "7# X=, X7 < X=,‏ 
تقسم المسألة الأصلية إلى مسألتين فرعيتين بحيث قيود ,5 هي: 
X, +2, <10‏ 
وقيود ر5 هي: 
2X, +2, > 0‏ 
الأسلوب الأول: النقاط التي تحقق (,5) هي: 


اع ا جور ناب 


أما النقاط التي تحقق ,5 فهي: 


من المعادلة (35-1) نحصل على: 


45 ريط › 315 ريطء 
0 ري < 50200 عي .ء 020 
C= 0‏ < 45 دي0 < 20ر0 
برنامج الأستاذ يكون وفق الصيغة الآتية: 
Min 7 = 5A, + 30A, + 45A, + 30 A,‏ 


S.T 


-10 A, + 10 1, +15 + 45, + =0 


نح 
+ 
نح 
+ 
نح 
1 
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حل برنامج الأستاذ موضح بالجدول (65-1): 


)65-1( الجدول‎ 
0 5 30 0 45 30 -M 
“ 5 b 
Au 2 2 1 2 1 6 
-M 0 10 10 0 15 45 1 30 
0 1 1 1 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 1 1 3 0 1 
0 0 5-10M 30+10M 0 45+15M 30+45M 0 Z =-30M 
30 2 0 2/9 2/9 0 1/3 1 2/3 
32 
0 2 1 1 1 0 0 0 1 
0 2 0 2/9 -2/9 1 2/3 1 1/3 
12 
C 0 53 70/3 0 35 0 Z=20 
30 2 0 3 1/3 1/2 0 1 1/2 
32 
0 2 1 1 1 0 0 0 1 
45 د‎ 0 1/3 1/3 3/2 1 0 1/2 
0 0 0 35 -105/2 0 0 Z = 75/2 
30 2 1/3 -3 0 1/2 0 1 1/6 
32 
30 2 1 1 1 0 0 0 1 
45 2 1/3 2/3 0 3/2 1 0 5/6 
C 35 35 0 -105/2 0 0 Z = 145/2 
e. 
الحل الأمثل هو:‎ 


A =1 › 1 = 5/6 1= 1/6 ب‎ 2- 172 


22 4 32 


باستخدام ا معادلة (30-1) نحصل على قيمة المتغيرات الأصلية للأنموذج وكالآق: 


X= 1 9 0 X= 6 ا‎ + 1/6 8 = 8 
/,.-0 < ۸= 5/2 2 × = 25/2 75- 02 


4 


الأسلوب الثاني: 
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0 = )راوطا 20 0 X=‏ مآ درط 
برنامج الأستاذ بعد إدخال المتغير الاصطناعي ,7 يكون بالصيغة الآتية: 


Min Z = C, K+ CA, + CAs, + Cy, A 


gg, + Cas + Cy, Ma 
S.T 
برط‎ A+ by A, F e =0 
2 -1 
A =1 
A Ay, XK, >0 


للتوصل إلى الحل الأمثل للأنموذج نستخدم طريقة السمبلكس ذات المرحلتين أي أن دالة الهدف للمرحلة الأولى 
هي -2 هناة ,[ مع العلم أن قيمة ,» هي واحد وبعد تعويض قيم,ط ,رط في الأموذج نحصل على الحل 
الممكن الأساسي للمرحلة الأولى وكالآتي: 


0 0 1 
B= Û0 1 0 =1 B =1‏ 
1 0 0 
30 30 0 0 1 
b= 85 = 0 1 0 1 =| 1‏ 
1 1 1 0 0 
الجدول (66-1 ) 
B.V. 8 5‏ 6 
30 0 0 1 08 1 
1 0 1 0 21 0 
1 1 0 0 2 0 
مضاعفات السمبلكس للجدول (66-1) هي: 
0 0 1 
(0 0 1) = 0 1 0 )0 0 1(= 5ي© Ol, O,)=‏ ب ) = ع 
1 0 0 


من ام معادلة ( 39-1 ) نحصل على دوال الهدف لمسائل البرمجة الخطية (.1.۲) الفرعية وكالآن: 
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12 
X, = 1 )0 0(-1)1 -2( / 4 =- +2۸,‏ (آ بع - ,"0 ) 


(CT - r, lL) X, = 1 0 0(-1)3 1( / %4 -- 30-7‏ 
2 
ولذلك فإن البرنامج الخطي (.1.۳) الفرعي الأول يكون بالصيغة الآتية: 
Min - X, -2X,‏ 
S.T‏ 


X, +2, <10 


X, X, <0‏ 
الحل الأمثل للمسألة يتم التوصل إليه باستخدام طريقة السمبلكس وهو: 


باستخدام المعادلة (38-1) نحصل على قيمة معامل الربح النسبي للمتغير ,1 وكالآتي: 
10 2 
و })2- 1)1-(0 3({ = C= (Cj - r, L) X0,‏ 


البرنامج الخطي (.1.۲) الفرعي الثاني يكون بالصيغة الآتية : 
Min -3X, - X‏ 
S.T‏ 


2X, +2, <0‏ 
X,<۸, >0‏ 
الحل الأمثل للمسألة يتم التوصل إليه باستخدام طريقة السمبلكس وهو: 


باستخدام المعادلة (38-1) نحصل على قيمة معامل الربح النسبي للمتغير ر۸ وكالآتي: 
15 س 
ام }17 1(3-)3 2{ = OA,‏ ديم L)‏ بس "© ) C=‏ 
من ذلك يتضح أن المتغير الداخل هور ولذلك فإن عمود المحور هو: 
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5 0 ١ 1 0 0 ١ 
6 C2 1 
ت‎ 1 0 0 45 45 
PB P= أن‎ 0 O OE 
0 0 1 | 1 1 
باستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن المتغير الخارج هو ,) وكالآق:‎ 


الحل الأمثل للمرحلة الأولى موضح بالجدول(67-1 ): 


الجدول(67-1) 
١ b‏ 2.7 6 
A 1/45 0 0 2/3‏ 0 
1 0 1 0 2 0 
1/3 1 0 5- 2 0 


للبدء با مرحلة الثانية فإن عمود ,© يتحول إلى (30,0,0 )ولذلك فإن مضاعفات السمبلكس 
للجدول (67-1) هي: 
0 0 1/45 
C,B" = (30 0 0) 0 1 0 = )2/3 0 0(‏ = (ي0 O,‏ ,2 ) = ع 
1 0 5 - 
من ام معادلة ( 39-1 ) نحصل على دوال الهدف لمسائل البرمجة الخطية (.1.۲) الفرعية وكالآن: 


(CT سابع‎ X= )3 1(-2/3)1 -2( / 0 - 7/3 1+ 7/31, 


L) X= 1 )2 3(-2/3)3 1( / 1 -‏ بع - (CT‏ 
6 
البرنامج الخطي (.1.۲) الفرعي الأول يكون بالصيغة الآتية: 
Max 7/31, +7/3 7,‏ 
5.1 


4 


2, +2, > 0 


1 


2#, <0 
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الحل الأمثل يتم التوصل إليه باستخدام طريقة السمبلكس وهو: 


باستخدام المعادلة (38-1) نحصل على قيمة معامل الربح النسبي للمتغير ,ب وكالآتي: 
10 5 
lL) =O, = {(3 1(- 2/3 (1 -2(( ٤ Î 2070/3‏ ,ع - C,= (Cj‏ 


البرنامج الخطي (.1.۲) الفرعي الثاني يكون بالصيغة الآتية : 
Max 7/3 X,‏ 
S.T‏ 


0< ,2+ ,2۸ 
0< ,<,۸ 
الحل الأمثل تم التوصل إليه باستخدام طريقة السمبلكس وهو: 


باستخدام اممعادلة (38-1) نحصل على قيمة معامل الربح النسبي للمتغير رر وكالآق: 


0 
C= (Cj - (يآ ,ع‎ X,- A= {(2 3) -2/3 (3 18 -0-5 


من ذلك يتضح أن المتغير الداخل هور ولذلك فإن عمود المحور هو: 


b32 مآ‎ 1 32 15 
ديم‎ = = 0 
62 e2 1 


5 1/45 0 0١ 15 1/3 
Pg = B Py, = 0 1 0 0 0 
-1/45 0 1 1 2/3 


باستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن المتغير الخارج هو ر۸ وكالآق: 
Min ] )2/3(/ (1/3)« _« (1/3)/(2/3) ] = 1/2‏ 
الحل الجديد موضح بالجدول(68-1 ): 


13 


البرمجة الخطية EAS Ramane nanase AA‏ [ 1[ 1 ز ذ ذا ا ا 


“6 B.V. 8 5 
30 1 1/30 0 -1/2 1/2 
0 0 1 0 1 

45 1 1/30 0 3/2 1/2 


مضاعفات السمبلكس للجدول (68-1) هي: 


1/30 0 -1/2 
0 1 0 
ع‎ = ) 2, O, (ي0‎ = CB" = (30 0 45 ( -1/30 0 32 = )-1/2 0 105/2( 


من المعادلة (39-1 ) نحصل على دوال الهدف لمسائل البرمجة الخطية (.1.۴) الفرعية وكالآن: 
2727 | (2- 1/2)1+(1 3) ا lL) X=‏ ع - "0 ) 


L) X= 1 )2 3(+1/2)3 1( / 6 = 7/2 72,+7/21,‏ ,ع - (CT‏ 
6 
الحل الأمثل للبرنامج الخطي (.5.آ) الفرعي الأول بدالة الهدف الجديدة هو: 


باستخدام اممعادلة (38-1) نحصل على قيمة معامل الربح النسبي للمتغير ,۸ وكالآت: 
10 
٤ Î -0 = 70/2 - 5‏ ((2- 1( 1/2+)1 3({ حرام (CT -m LD)‏ =4 
الحل الأمثل للبرنامج الخطي (.1.۲) الفرعي الثاني بدالة الهدف الجديدة هو نفس الحل المتمثل 


بالنقطة 1 ولذلك فإن قيمة الربح النسبي هي صفر وعليه فإن المتغير الداخل هوي/ وعمود المحور 
هو: 
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1/30 0 -1/2 10 1/3 
1 
-1/30 0 3/2 0 -3 


9 
- 

1 
9 
29 

ا 

١ 
5-9 
نم‎ 
o 
بم‎ 

1 


باستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن المتغير الخارج هو ,۸ وكالآق: 
Min ] )1/2(/ (1/3)«1/1-] =1‏ 
الحل ال ممكن الأساسي موضح بالجدول(69-1 ): 


الجدول(69-1) 
B.V. 28 b‏ 6 
ls 1/30 1/3 1/2 1/6‏ 30 
1 0 1 0 2 30 
5/6 3/2 1/3 0- 2 45 


مضاعفات السمبلكس للجدول (69-1) هي: 


1 1/30 -1/3 -/2 
ب ) = ع‎ O Ol,) = C, B"=( 30 30 45) 0 1 0 |= )-1/2 35 105/2) 


-1/30 1/3 012 


من المعادلة (39-1 ) نحصل على دوال الهدف لمسائل البرمجة الخطية (1.05) الفرعية وكالآق: 


7/21 = 35- 0 (2- 1/2)1+(1 3) ا = 7 (آ بع - "0 ) 


(C", - r, L,) X= 1 )2 3(+1/2)3 1( 5 - 7/2 7+, 
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الحل الأمثل للبرنامج الخطي (.1.۲) الفرعي الأول بدالة الهدف الجديدة هو نفس الحل المتمثل 
بالنقطة ,× لذلك فإن قيمة معامل الربح النسبي هي صفر والحل الأمثل للبرنامج الخطي (2.آ) 
الفرعي الثاني بدالة الهدف الجديدة هو نفس الحل المتمثل بالنقطة ,ل ولذلك فإن قيمة معامل 
الربح النسبي صفر وعليه فإن الجدول (69-1) هثل الحل الأمثل للمسألة وكالآق: 
2 = 7 : 5/6 = 1/6 =1 = 
باستخدام المعادلة (30-1 ) نحصل على قيم المتغيرات الأصلية للأنموذج وكالآتي: 


X= 1 X= 6 ٤ زو‎ 0 | 2 | 
0 15 0 25/2 
X=10 72,20 < X,= 5/2 < ۸= 25/2 22- 2 


10-1 طريقة السمبلكس والمتغيرات المحددة 
Simplex Method Bounded Variables‏ 
في بعض مسائل البرمجة الخطية (.1.۳) تكون متغيرات المسألة محددة بقيم عليا ودنيا وهذا ما 
يظهر غالبا في التطبيقات العملية للبرمجة الخطية (.1..2) في ال مجالات الاقتصادية والإدارية والخدمية 
وغيرها. 
نفترض مسألة البرمجة الخطية (2.]آ) الآتية: 
Max Z= CX‏ 
S.T‏ 
AX =b‏ 
Ls Xs U‏ 
بحيث أن: 
0 <طآ Uz>‏ 
قيم .1 و ا للمتغيرات غير المحددة هي صفر وه على التوالي» لحل هكذا نوع من المسائل بطريقة 
السمبلكس فإن القيود تتحول إلى: 
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XXX >0 


حيث أن ×× هي عبارة عن متغيرات وهمية وزائدة (usامإu؟‏ كص عاء512 )» المعادلة (42-1) تمثل 
قيود الحد الأدنى للمتغيرات ولذلك فإن × سوف يتم استبداله في القيود ب "× + 1 أي أن متغيرات 
امسألة سوف تصبح '» × وما أن 1 هي أكبر أو تساوي صفر فإن × سوف يحقق قيد عدم 
السالبيةء أما في حالة المعادلة (41-1) والتي تمثل قيود الحد الأعلى للمتغيرات فإن × يتم استبداله ب آ 
× - في القيود وهذا لا يضمن أن × سوف يحقق قيد عدم السالبية أي أن × ممكن أن يكون سالب 
وهذا غير ممكن وعلى هذا الأساس فإن حل هكذا نوع من ال مسائل بوساطة طريقة السمبلكس 
يتطلب ملاحظة الآن: 

8 قيود عدم السالبية والحدود العليا للمتغير الداخل. 

؟. قيود عدم السالبية والحدود العليا للمغيرات الأساسية التي تتأثر بدخول المتغير الداخل. 
ولإيضاح ذلك رياضيا نفترض الآتي: 
4 متغير غير أساسي والذي يتم اختياره ليكون المتغير الداخل. 
,): اطتغيرات الأساسية في الحل الأساسي الحالي. 
2:0 قيم المتغيرات الأساسية في الحل الأساسي الحالي. 
,۶ , عمودالمحور (عناصر) 
,وا): الحدود العليا للمتغيرات الأساسية في الحل الأساسي الحالي. 


دخول 1 إلى الحل يحقق: 


(Xp), = (X9) -P; 1 e (43-1) 

الحل الجديد يمثل حلا أساسيا في حال تحقق الشرطين الآتيين: 
u (44-1)‏ > ۸ >0 
(45-1) دچ 04 ----- 1 =1 (X9, 3 Pj X 35 (Up);‏ 05 
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المتغيرات الأساسية تحقق قيد عدم السالبية في الحل الجديد إلا في حال کون 0 < ,2 ففي هذه الحالة 

ممكن أن تأخذ قيم سالبة. 

نفترض ,0 هثل الحد الأعلى الذي ممكن أن يأخذه المتغير الداخل ,× أي: 

E Pj >0) سس‎ (46-1) 

ل 

كما أن المتغيرات الأساسية لا تتجاوز الحدود العليا أي تحقق الشرط (45-1 ) إلا في حال كون 0 > ,۲ 

ففي هذه الحالة ممكن أن لا تحقق الشرط (45-1) وللتخلص من هذه المشكلة يتم افتراض ,0 والتي 

تمثل تعظيم قيمة ,× بحيث تحقق الشرط (45-1) وكالاتي: 


2 ١ 
in| (Us); 04 لق‎ , P; <| 52300000 ) 47-1( 


6 سند 


ل 
المعادلة (46-1) تمثل تحقق شرط عدم السالبية بينما (47-1) تمثل تحقق شرط عدم تجاوز الحد الأعلى 
للمتغير ولذلك فإن تعظيم قيمة ,× النهائية بحيث تحقق كل الشروط هي: 
Min (Û, Û, u) --------- )48-1(‏ -6 
حل أي مسألة تكون ذات متغيرات محددة يتطلب أن يكون الحد الأدنى للمتغير صفرء بعض المسائل 
تكون الحدود الدنيا للمتغيرات عبارة عن قيم موجبة ولذلك يتم استبدال المتغير وكالآق: 


0< X'< u بحيث أن:‎ 


مما تقدم هكن تلخيص تأثير دخول ,× في الحل الأساسي الحالي بالنقاط الآتية بافتراض أن 
, ل ) هثل المتغير الخارج المناظر ل 0: 
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1. إذا ,0 =0: ,× يصبح متغير أساسي و, (,1 ) متغير غير أساسي 

2. إذا ,0 -0: ر يصبح متغير أساسي و, ( ) متغير غير أساسي مع استبدال الحد الأعلى له بوساطة 
“00 بنك ,1 ) 

3. إذا بن -0: يستبدل الحد الأعلى ل ,× ب ,') -بنا مع بقاءه كمتغير غير أساسي. 


مثال (44-1): أوجد الحل الأمثل طمسألة البرمجة الخطية (.2.آ) الآتية: 


Max 7 - 4X, + 31 
5.1 


210+ 72 <0 


X, +3, > 0 


1 


۸ 


4 
6 


۸ 


17 > 1 
,+<0 
الحل: 


الحد الأدنى للمتغير 17 موجب لذلك نستخدم المعادلة (49-1) لاستبدال المتغير وكالآق: 
3 ,× >0 ج ب -4 X۸‏ 


3 


بعد إدخال المتغيرات الوهمية إلى الأموذج فإن جدول السمبلكس يكون بالصيغة الموضحة بالجدول ) 
(70-1: 


الجدول (70-1) 


0 4 2 0 1 0 30 
5 
0 1 3 0 0 1 20 
6 
C 4 3 0 0 0 


من الجدول (70-1) يتضح أن ,1 هو المتغير الداخلء من المعادلة (46-1) نحصل على: 
Min [10/2«30/420/1 ] =5‏ = ,0 
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ما أن كل قيم عمود ا محور هي موجبة لذلك فإن 6 - ,0 
باستخدام امعادلة (48-1) نحصل على: 
Min [5<00.3 ]=3‏ =0 
ما أن رن =0 لذلك يستبدل ,7 بالحد الأعلى له ويبقى غير أساسي أي: 
X= u, - X4 =3 - XK,‏ 
ولذلك فإن الجدول (70-1) يصبح بالصيغة الآتية: 


)71-1( الجدول‎ 
8 -4 0 
6 0 0 
B.V. 1 2 74 1 1 
3 5 4 و‎ 6 
0 2 1 1 0 0 4 
4 
0 4 2 0 1 0 18 
0 1 3 0 0 1 17 
6 
C 4 3 0 0 0 


من الجدول (71-1) يتضح أن ,1 هو المتغير الداخلء من المعادلة (46-1) نحصل على: 
Min [4/1«18/2«17/3]=4 0,‏ = 
ها أن قيم عمود ا محور هي موجبة لذلك فإن 0 - ,0 
باستخدام امعادلة (48-1) نحصل على: 
Min [4.006 [- 4‏ =0 


ما أن ,0 =0 فإن ,1 يصبح أساسي و غير أساسي وكما موضح بالجدول (72-1): 


الجدول (72-1) 


0 4 0 97 1 0 10 
0 1 ِ 0 0 0 1 5 
6 
C 2 0 3 0 0 
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من الجدول (72-1) يتضح أن ,7 هو المتغير الداخل بحيث: 
1= (2-)-/6-4)= ,0 2 1= 0 
Min [1«1«3 ]=1‏ =0 


ما أن ,0 =,0 -0 فإن هذا يؤدي إلى دخول ,× وخروج ,7 وكما هو موضح بالجدول (73-1): 
الجدول (73-1) 


6 -4 0 0 
6 0 ا‎ b 
6 1 3 1 1 1 KX 
3 1 0 1 1 >30 6 
2 
0 1 0 0 2 1 0 10 
5 
4 Xx 1 0 0 0 1/5 1 
C 0 0 -3 0 1/3 


الجدول (73-1) ممثل الحل الأمثل للمسألة: 


X,=-3- =2‏ 
2= ,2-4-1 
Z = 26K, =6‏ 
ممكن التوصل إلى الحل الأمثل السابق بطريقة أخرى عن طريق دخول , 7 وخروج ,1 ا مناظر ل ,0 


ومن ثم استبدال الحد الأعلى ل ,1 ب ,2 - 6 - ,1 وكما موضح بالجدول (74-1): 
الجدول (74-1) 


0 1 0 5/2 1/2 0 1 15 
6 
C 
4 1 1 1/2 1/2 0 0 1 
3 
0 0 0 8 1 0 10 
0 0 5/2 -1/2 0 1 0 
6 
C 0 1 2 0 0 
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مثال (45-1): أوجد الحل الأمثل ملسألة البرمجة الخطية (.2..) الآتية: 


Min 2 - 216 + X,+ 30, 


الحل: 
تحويل اللسألة بصيغة جدول موضحة بالجدول(75-1): 
الجدول (75-1) 
M M M‏ 0 0 3 
ETT‏ ار 
14 0 0 1 0 0 1 1 
8 0 1 0 0 1 0 0 
6 1 0 0 1 0 0 1 
M M M 0 0 0‏ 3-1 
ما أن ره =0 فهذا يستدعي استبدال ,£ بالحد الأعلى له أي: 


S.T 
X + 2۸ 
X+ ۸, 
1 
7 5 2 1 
87 1 1 
7 1 2 
70 1 1 
2 1 0 
C 2-3M 1-3M 


6 = Min [14/2«8/1«-] =7 
0 - مه‎ 


2 


0= Min [7<.0.5]=5 


X=5-X 


مع بقاءه كمتغير غير أساسي والسبب في ذلك يعود إلى أن دخول ,1 إلى الحل سوف يخصص قيمة ل 
,× أعلى من الحد الأعلى ال مسموح به للمتغير ,× لذلك يتم استبداله بالحد الأعلى له وكما هو موضح 


في الجدول (76-1): 
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الجدول (76-1) 

6 2 1 5 0 0 0 M M M b 

Cc ب‎ 2 2 

5 8.7 1 1 1 1 1 1 X1 X2 0 
M 7 1 3 1 1 0 0 1 4 
M X2 1 1 0 0 1 0 0 1 0 3 
M 3 1 0 1 0 0 1 0 0 1 6 

C 2-3 -1+3M 3-2M M M M 0 0 0 

6- Min [4/1«3/1«6/1] =3 


مه = 0 


Min [3.00.4] =3‏ = 0 
ها أن ,0 =0 فهذا يعني دخول ,7 كمتغير أساسي وخروج ر حيث أن دخول ,1 إلى الحل يحقق 
شرطي عدم السالبية وعدم تجاوز الحد للمتغير وكما هو موضح بالجدول (77-1): 


الجدول (77-1) 

a 2 | لك‎ 3 0 0 0 M M 
Cc j b 

س 5 1 B.V.‏ م 

1 1 1 1 1 1 11 12 
M 2 0 1 1 -1 1 0 1 0 1 
2 و‎ 1 1 0 0 1 0 0 0 3 
M 7¥ 0 1 1 0 1 1 0 1 3 

6 0 1 3-2M M 2-2M M 0 0 


0= Min [1/1«-«3/1] =1 
0,= )4-3(/-)-1( =1 
0= Min [1<1<0]=1 


ما أن ,0 =,0 -0 فهذا يعني أن هنالك خطين للحل هما: 


الخط الأول: ها أن ,0 =0 فهذا يعني دخول ,× كمتغير أساسي وخروج ,7 حيث أن دخول × إلى 
الحل يحقق شرطي عدم السالبية وعدم تجاوز الحد وكما هو موضح بالجدول (78-1): 
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)78-1( الجدول‎ 
0 0 0 M 
5 b 
1 6 1 13 
-1 1 0 0 1 
-1 0 0 0 4 
1 0 -1 1 2 
2-M 0 M 0 


C; 2 -1 
Cs B.V. 1 1 2 
0 0 1 

5 
2 1 2 

1 
M 2 0 2 

C 0 3-2M 


0, = )4- 4/-)-2( =0 
0 - Min [1<0<5]=0 


ما أن ,0 =0 فهذا يعني دخول , × كمتغير أساسي وخروج ,7 مع استبدال الحد الأعلى ل ,)1 أي: 


X 4-7 


السبب في استبدال الحد الأعلى ل ,7 يعود إلى تحقيق شرط عدم السالبية للمتغيرات وكما هو موضح 


بالجدولين (79-1) و(80-1): 


)79-1( الجدول‎ 
9 2 -1 3 0 0 0 M 
6 5 س‎ 
b 
B.V. 1 1 ! 1 1 1 1 2 
0 1 -1/2 0 1/2 -1/2 1 0 0 1 
1 -1/2 1 -1/2 1/2 0 0 0 2 
2 
M 3 1 0 1 0 0 1 1 6 
C 
)80-1( الجدول‎ 
6 -2 -1 3 0 0 0 M b 
6 / 7 5-5 
5 B.V. 1 1 1 3 1 1 1 1 13 
0 X 1/2 0 1/2 1/2 1 0 0 1 
1 1 1/2 1 -1/2 1/2 0 0 0 0 
2 
M 13 1 0 1 0 0 1 1 2 
6 -3/2+M 0 5/2-M 1/2 0 M 0 
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0, = )5 - 0(/-)-1/2( =0 

0= Min [210.3] =2 

بما أن ,0 =0 فهذا يعني دخول ,× كمتغير أساسي وخروج و( حيث أن دخول ,7 إلى الحل يحقق 
شرطي عدم السالبية وعدم تجاوز الحدود العليا للمتغيرات وكما هو موضح بالجدول (81-1): 


)81-1( الجدول‎ 
9 5 -1 3 0 0 0 
6 5 b 
B.V. 1 1 1 1 7 1 
0 1 1 0 0 1/2 1 1/2 0 
1 1 0 1 0 1/2 0 1/2 1 
2 
3 1 1 0 1 0 0 1 2 
3 
C 1 0 0 1/2 0 5/2 


الجدول (81-1) هثل الحل الأمثل للمسألة وكالاق: 
X=4-X -4‏ ج 0= X۸‏ 
a aR‏ 
2-8 < 2= 
الخط الثاني: ها أن ,0 =0 فهذا يعني دخول ,1 كمتغير أساسي وخروج ,1 مع استبدال الحد 
الأعلى ل2 أي: 


= 4 


2 


X=4-X, 


السبب في استبدال الحد الأعلى ل ,7 يعود إلى تحقيق شرط عدم السالبية للمتغيرات وكما هو موضح 
بالجدولين (82-1) و(83-1): 


الجدول (82-1) 

6 2 1 3 0 0 0 M M 
8 ع‎ b 

Cg B.V 1 1 7 1 1 10 1 11 13 
M 27 1 2 1 1 0 0 1 0 4 
0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 3 
M 3 1 0 1 0 0 1 0 1 6 

C 
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الجدول (83-1) 

6 2 -1 3 0 0 0 M M 
5 - 7 b 

B.V. 1 1 1 5 1 1 1 X 11 12 
M 2 1 2 1 1 0 0 1 0 0 
0 7 1 1 0 0 1 0 0 0 1 
M 3 1 0 1 0 0 1 0 1 2 

6 -2+2M -1+2M 3-2 M 0 M 0 0 


0= Min [0«-<2] =0 
0,= ص‎ 
0= Min [0.00.3] =0 


ها أن ,0 -0 فهذا يعني دخول ,7 كمتغير أساسي وخروج ,7 وكما هو موضح بالجدول (84-1): 


)84-1( الجدول‎ 
C; -2 -1 3 0 0 0 M 
7 7 b 
B.V. 12 0 1 1 1 1 0 
3 1 1 2 1 1 0 0 0 0 
3 
1 1 1 0 0 1 0 0 1 
5 
M و2‎ 0 2 0 1 0 1 1 2 
C 1 5-2M 0 3-M 0 M 0 


0= Min [-«1/1«2/2] =1 
0, = )3 - 0(/-)-2( = 2 
0= Min [1«<3/2<5] =1 


ما أن ,0 =0 فهذا يعني دخول ,7 كمتغير أساسي وخروج و وكما هو موضح بالجدول (85-1): 


)85-1( الجدول‎ 
5 -2 1 3 0 0 0 
6 i 1 b 
BE 1 ك0‎ 1 1 1 1 
1 3 4 5 6 
3 X 231 0 1 0 0 1 2 
3 
0 1 1 0 0 -1/2 1 1/2 0 
-1 1 0 1 0 1/2 0 1/2 1 
2 
6 1 0 0 1/2 0 5/2 


الجدول (85-1) هثل الحل الأمثل للمسألة. 
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مسائل 
Problems‏ 


(1-1) : يحتاج مصنع لتصنيع المناضد والكراسي الخشبية إلى 2 ساعة لتجميع المنضدة الواحدة و30 دقيقة لتجميع الكرسي الواحده 
عملية التجميع يقوم بها 4 عمال بواقع 8 ساعات عمل يومية لكل عاملء عادة الزبائن تشتري على الأكثر 4 كراسي لكل 
منضدة واحدة هذا يعني أن المصنع يجب أن يصنع على الأكثر 4 كراسي لكل منضدة واحدة سعر بيع المنضدة الواحدة 
هو 50 إلف دينار والكراسي الواحد 25 إلف دينارء كون أنموذج برمجة خطية (.2.آ) لتحديد الإنتاج الأمثل اليومي من 
ا مناضد والكراسي والذي يحقق أعلى عائد مادي للمصنع. 

(2-1) : تمتلك مؤسسة ثلاثة مصانع فرعية بطاقات إنتاجية فائضة. كل هذه المصانع الثلاثة تمتلك القدرة على إنتاج 
منتوج معينء يمكن أنتاج المنتوج في ثلاثة حجوم ( كبير» متوسطء صغير )» ربح الوحدة الواحدة من المنتوج 
يقدر ب (100,120,140) دينار على التوالي» الطاقة الإنتاجية اليومية لكل مصنع تقدر ب (450,400,750) 
على التوالي من الأحجام الثلاثةء عملية الإنتاج في كل مصنع تكون مقيدة بقدرة المصنع على خزن البضاعة 
حيث أن كل مصنع يحتوي على مخزن مساحته (15000,12000,13000 ) قدم مربع على التوالي وكل 
وحدة من الحجوم الثلاثة تحتاج إلى (12,15,20) قدما مربعا على التواليءتنبؤات البيع تشير إلى أن 
(750,1200,900) وحدة من الحجم الكبير والمتوسط والصغير على التوالي يمكن بيعها يوميا. 

كون أنموذج برمجة خطية (.1..2) لتحديد الإنتاج الأمثل للحجوم الثلاثة في كل مصنع لتعظيم الربح. 

(3-1) : محل لتصليح الأجهزة الكهربائية. عدد الأجهزة العاطلة التي تصل إلى المحل تقدر ب 5 تلفزيون و12 راديو 
و18 مسجل أسبوعياء امحل يستخدم مصلحين لتصليح الأجهزة المصلح الأول يستطيع تصليح تلفزيون واحد 
و3 راديو و3 مسجل يوميا ويتقاضى أجرة مقدارها 25 إلف دينار يوميا والمصلح الثاني 
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يستطيع تصليح تلفزيون واحد و2 راديو و6 مسجل يوميا ويتقاض أجرة مقدارها 22 إلف دينار يوميا. 
كون أنموذج برمجة خطية (.1.۲) لتحديد عدد الأيام المثلى التي يعمل بها كل مصلح بحيث يؤدي إلى تقليل الكلف 
للمحل وكذلك تقديم أفضل الخدمات للزبائن. 

(4-1 ) : أوجد الحل الأمثل للمسألة (1-1) باستخدام طريقة الحل البيانية. 

(5-1 ): أوجد الحل الأمثل للمسألة (3-1) باستخدام طريقة الحل البيانية. 

(6-1 ) : وضح حالات المسائل الآتية باستخدام طريقة الحل البيانية. 


(A) Max Z=6%X - 2 
S.T 
X -X, <1 
3, -, <6 
X۸, ۸, >o 
(B) Max Z=3X +2۸, 
S.T 
2X +X, >2 
3, +4۸, >12 
XX, >o 
)©( Max 27 - 50 1 +801 
S.T 
X > 60 
2 >00 


5K, + 6K, > 0 
X +2 > 0 


1 


XX >o 
أوجد الحل الأمثل لمسائل البرمجة الخطية (.1..2) الآتية باستخدام طريقة السمبلكس ومن ثم حدد أسعار‎ : ) 7-1 
الظل:‎ 
(A) Max Z=4X +3۸, +6, 


S.T 
2X, +2+3۸, <40 
3۸ + ۸, +3۸, <0 
XX, X, >0 
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3۸, ++ ۸, > 0 
X - X +2, <0 
X +X, -X, >00 

X, XX, >o 


(8-1) : أوجد الحل الأمثل لمسائل البرمجة الخطية (.1.۲) الآتية باستخدام طريقة السمبلكس 


Max Z= 20 + 34, + 5K, 


X +۸ - ۸ < 5 
-6K+ 7K, 91, > 4 
X + ۸, +4, =0 

XX, <0 


X unrestricted in sign 


I. 


Max Z=5X + 6X, 


X 27 >2 


-2۸, +3۸, < 2 


14 


64 1 unrestricted in sign 


(9-1 ) : للمسائل الآتية: 


أوجد الحل الأمثل باستخدام: 
1. طريقة M‏ الكبيرة. 


Min 7 - 2/0 -3 7 - 7 


12 + 4X +2۸, 


3۸, + 2X, 
XX, > 


IV 
00 


Iv 
© ىم‎ 


Min 2 - 121 + م157‎ + 101 


2۸ + ۸, + 3, > 10 
X +24 >8 


2۸, +3), + ۸, < 2 
X۸, XX, >0 
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2. طريقة السمبلكس ذات المرحلتين. 
10-1 ) : كون الأنموذج المقابل للمسائل الآتية: 
(A) Max Z=20X +35 + 101‏ 
S.T‏ 
X +X + ۸, <20‏ 


2۸ +3۸, +3, <0 
X۸, XX, >o 
(B) Max Z=6X +8X, 
S.T 
5, +2, <20 
X +2, <10 


0 


2 ۸, <0 
(C) Min Z=X +X 
S.T 

-X +X, 3 

2 + 7 > 8 

X۸, < 2 

27 >o 
للمسألة (10-1) أوجد الحل الأمثل ممسائل الأنموذج المقابل.‎ : ) 11-1 ( 
للقيود الآتية:‎ : ) 12-1 ( 

12 +X, + 1 7 


0 < ,7 + ي/5 - 2X‏ 
XXX, >o‏ 
اوجد الحل الأمثل باستخدام طريقة N‏ الكبيرة على افتراض أن دالة الهدف تكون بالصيغة الآتية: 


(A) Max Z=2X + 3X - 51) 
(B) Min Z=2X + 3X - 51 
(C) Max Z= X +2X, +X, 
(D) Min Z= 4X - 8X, + 3%, 


(13-1 ) : أوجد الحل الأمثل للمسالة( 12-1 ) باستخدام طريقة السمبلكس ذات المرحلتين. 


( 14-1 ) : أوجد الحل الأمثل للمسائل الآتية باستخدام طريقة السمبلكس الثنائية: 


190 


11111111111111111111101601611101610111161161616111611111061601610101101006101616110161010161610161010161010101010101010109 Linear Programming 


(A) Min Z= 2X +3۸, 
S.T 


2/ +2۸, > 0 


2 +2۸ > 0 
X, ۸, >o 
(B) Min Z=5X +617 
S.T 
X +X >2 
4X + XK, > 4 
XX, >o 
أوجد الحل الأمثل للمسائل الآتية باستخدام طريقة السمبلكس الثنائية:‎ : ) 15-1 ( 
(A) Min Z=4X +2۸, 
S.T 
X +X =1 
3۸-۸ < 2 
X, ۸, >o 
(B) Min Z=2X +3۸, 
S.T 


2X +3 <1‏ 
X + 1 =2‏ 
X, ۸, >o‏ 
( ملاحظة: قيود المساواة تستبدل بقيود لامساواة ) 
(16-1 ) : للمسالة الآتية: 


Max Z=2X - 7, +1 
5.1 
3X + +X, > 60 
X, - X,+ 2X, <0 
X+ X- XK <20 


3 


LL 
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جدول الحل الأمثل يكون بالصيغة الآتية: 
C; 2 1 1 0 0 0‏ 
Cp 1 1 1 1 1 1‏ 
BV;‏ 
X 0 0 1 1 1 2 10‏ 0 
4 
X 1 0 1/2 0 1/2 1/2 15‏ 2 
1 
5 1/2 1/2 0 3/2 1 0 6 1 
2 
5 1/2- 3/2- 0 3/2- 0 0 9 


أوضح تأثير التغيرات الآتية على الحل الأمثل باستخدام تحليل الحساسية: 


50 60 
40 20 
1 2 
2. تغير معاملات × شن : إلى 1 
0 1 
1 
3. تغير معاملات ,× 0 : إلى 1 
1 2 
9 1[ 
4. تغير معاملات دالة الهدف من (1 7 1- 2) إلى 37 <- 3). 


5. إضافة القيد 30> ,× +72 2- ,£ 4. 
( 17-1 ): ممسالة البرمجة الخطية (.1.۲) الآتية: 


Max Z=2X, - 51) 


S.T 
X +X, >2 
2X + X,+ 6K, <6 
72 - X,+ 3۸, =0 
X, XX, >0 


أوجد ما يلى: 

1. الحل الأمثل للمسألة. 

2. الحل الأمثل للمسألة في حالة استبدال الجانب الأيمن للقيود ب (5,10,2 ). 
3. الحل الأمثل للمسألة في حالة تغيير معاملات دالة الهدف من (2 5- ) إلى (1 1). 
4. الحل الأمثل للمسألة في حالة حدوث التغيرات في النقطتين ( 2 ,3) أعلاه سوية. 
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( 18-1 ) : ممسالة البرمجة الخطية (.2..آ) الآتية: 


Max Z =2 - XL +۸, 
S.T 


3۸-2۸, +27 > 15 


أوجد ما يلي: 
1. الحل الأمثل للمسألة. 
2 الحل الأمثل للمسألة في حالة تغيير الأطراف اليمنى للقيود إلى (20 4 2). 
3. الحل الأمثل للمسألة في حالة تغيير معامل في دالة الهدف إلى 2. 
4. الحل الأمثل للمسألة في حالة تغيير معامل, في دالة الهدف إلى 3. 
4 
5. تغير معاملات ,× إلى 3 
2 


2 1 
6. تغير معاملات 7 إلى لل : 1 
3 2- 


7 تغير معاملات دالة الهدف إلى (3 1 5). 


( 19-1 ) : أوجد الحل الأمثل للمسائل الآتية باستخدام طريقة السمبلكس المعدلة: 
(A) Max 2-27 + ۸ +2۸,‏ 
S.T‏ 


4X +3+8۸, > 2 
4X, + X, +12۸, > 8 
4X - ۸, +3۸, <8 


۸ 


XXX, >o 
(B) Max Z=6X -2X, + 
S.T 
2X -X +2 X, <2 
X +4X, <4 
XXX, < 0 
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: )20-1( 


(C) Min 2-217 + ب/‎ 
5.1 


3 + ۸ - 3 
47 +3۸ < 6 
X +27, <3 


X۸, <0‏ 
أوجد الحل الأمثل للمسائل الآتية باستخدام طريقة السمبلكس بوساطة التجزئة: 


(A) Max 2-617 +7۸, +3 7, + 51, + + 6 
5.1 
120 +X, + X,+ X + 2 X > 50 
X +X > 10 


کک 
۸ 
66 


X XXX, ۸,۸, <0 


(B) Max Z= X, +3, +5X,+2X, 
S.T 


21 + 1 > 9 
5X, + 3, + 4K, > 10 
X + 4K, > 8 


1 


X 0 1 7 1 2 0 


(C) Min Z=5X + 3 7 + 81-5 7 
5.1 


X +X, + X, + X > 25 
5X, + X, > 0 
5K, - 7 < 5 
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XX, X۸, >o‏ 


( 21-1 ) : أوجد الحل الأمثل للمسائل الآتية : 


(A) Max Z=2X + X, 
S.T 
X +X > 3 
0> ۸ <2 
0<} <2 


)8( Min Z=6X -2X -3%, 
S.T 


2X +4۸, +2, > 8 
X -2X, +3, <7 


0< 7# <2 

0> 7# <2 

0< X > 1 

(C) Max Z=3 +5۸, +2, 
S.T 


X +2X,+2۸, > 0 
2۸ +4+3۸, > 5 


8 س 
۸ ۸ 
ھج مج 
I۸ ۸‏ 
دن دن 
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Linear Programming 


الفصل الثانى 


Integer Linear Programming 


١-2‏ المدخل 
۲-۲ مسائل توضيحية 
١-7-7‏ مسألة الإنتاج 
۲-۲-۲ مسألة النقل 
١-۲-۲‏ مسألة الأيدي العاملة 
١-۲‏ طرائق حل مسألة البرمجة الخطية الصحيحة 
١-۳-۲‏ أسلوب القطع اممكافن 
1-1-7-9 أسلوب البرمجة الصحيحة النقية 
۲-٠-۳-۲‏ أسلوب البرمجة الصحيحة المختلطة 
7-7-7 أسلوب التفريع والتحديد 
۳-۳-۲ أسلوب الاختبارين 
۲-> البرمجة الثنائية 
١-٤-۲‏ أسلوب الإضافة 
۲-٤-۲‏ البرمجة متعددة الحدود الثنائية 
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1-2: ا مدخل Introduction‏ 


تتطلب أكثر التطبيقات العملية لمسائل البرمجة الخطية (..1) حل متمثل بأعداد صحيحة فمثلا 
في مسائل الإنتاج فأنه من غير الممكن أن يتم إنتاج سيارة ونصف أو حقيبة جلدية وربع الحقيبة 
وعلى هذا الأساس ظهرت البرمجة الخطية الصحيحة (.1.1.2) التى هى عبارة عن مسألة برمجة خطية 
(1.5) تكون كل أو بعض قيم متغيرات المسألة عبارة عن أعداد صحيحة أي مقيدة بشرط( قيد ) 
العدد الصحيح» مسائل البرمجة الخطية الصحيحة (.1:1..2) تكون على نوعين هما: 
.١‏ البرمجة الصحيحة النقية )Pure integer programming)‏ وهي ا مسألة التي تكون كل قيم 
متغيراتها عبارة عن أعداد صحيحة. 
۲. البرمجة الصحيحة المختلطة ( (Mixed integer programming‏ وهى ا مسألة التى تكون بعض 
قيم متغيراتها عبارة عن أعداد صحيحة. ١‏ 
الحلول الأساسية لمسائل البرمجة الخطية الصحيحة (1.1.۲) يجب أن تكون عبارة عن أعداد 
صحيحة فمثلا لو افترضنا أن الشكل (1-2) بمثل منطقة الحلول الممكنة ممسألة برمجة خطية (.1.۲): 


الشكل (1-2) 


فإن أية نقطة تقع ضمن منطقة الحلول ا ممكنة تمثل حلا ممكنا بلسألة البرمجة الخطية (.۲.ا) 
ولكن ليست كل النقاط تمثل حلا ممكنا لمسألة البرمجة الخطية الصحيحة 
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(.11:2) حيث أن النقاط التي تمثل الحلول ا ممكنة ممسألة البرمجة الخطية الصحيحة (.1.۲.) 
هي عبارة عن نقاط تقاطع المستقيمات الواصلة بين تقسيمات ال محور السيني وامحور الصادي وكما 
هو موضح بالشكل (2-2): 


1 
1 7 1 


الشكل (2-2) 


من الشكل (2-2) يتضح أن عدد نقاط الحلول الممكنة للبرمجة الخطية الصحيحة (1.5.) هي 
أقل من عدد نقاط الحلول الممكنة للبرمجة الخطية (1:2) وفي بعض الحالات تساويها وعلى هذا 
الأساس فإن قيمة الحل الأمثل ملسألة البرمجة الخطية الصحيحة (.1.1.۲) هي أقل أو تساوي قيمة الحل 
الأمثل ملسألة البرمجة الخطية (.1.۲) في حالة التعظيم(×ه۷) وأكبر أو تساوي في حالة التقليل(ه:321). 


2-2: مسائل توضيحية Illustrative Problems‏ 
في هذه الفقرة سوف يتم تناول بعض المسائل التطبيقية والتي توضح كيفية تكوين مسألة 
1-2-2: مسألة الإنتاج 


تقوم الشركة العامة للصناعات الكهربائية بإنتاج ثلاثة أنواع من اللماطورات وهي ( 22 واط» 30 
واطء 45 واط ) ربح الماطور الواحد من الأنواع الثلاثة هو 5.)7 :4 ألف دينار على التوالي» عملية 
إنتاج ا لماطورات تتطلب ثلاثة أنواع من المواد الأولية 
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المتوفرة يوميا ومقدار ما يتطلبه إنتاج الماطور الواحد من الأنواع الثلاثة من المواد الأولية 


موضح بالجدول (1-2): 


الجدول(1-2) 
الكمية المتوفرة 45 واط 0 واط 2 واط ال مواد الأولية 
20 3 2 3 1 
25 7 5 3 11 
III 2 3 4 25‏ 


ما هو عدد ال ماطورات ال منتجة يوميا من كل نوع بحيث يؤدي ذلك إلى تعظيم ربح الشركة. 

صيغة أنموذج البرمجة الخطية (.<.1) ممسألة الشركة العامة للصناعات الكهربائية يكون بالصيغة 
الآتية على افتراض أن ,× هثل عدد الماطورات المنتجة يوميا من النوع ( 22 واط ) و ,× يمثل عدد 
الماطورات المنتجة يوميا من النوع ( 30 واط ) و ,× يمثل عدد الماطورات المنتجة يوميا من النوع ( 40 
واط ): 


Max Z= 4K + 5X, + 7X 
S.T 


0 > ,3+ ,2 + ,3 
0 > ,7+ ,5 + ,3 
5< ,4 + ,3 + ,2۸ 
X, XX, <0 and Integer‏ 
دخول القيد الأخير إلى المسألة لضمان كون قيم المتغيرات سوف تكون أعداد صحيحة. 
2-2-2: مسألة النقل 


شركة لنقل ا مسافرين تمتلك 20 حافلة لنقل المسافرين تعمل على أربعة خطوط, إيراد الحافلة الواحدة 
العاملة على كل خط من الخطوط الأربعة هو (20 ,15 ,17,10 ) ألف دينار يوميا على التوالىء ساعات العمل 
الفعلية للحافلة الواحدة العاملة على كل خط هو (5 ,5 ,6 ,7 ) ساعة يوميا ومجموع ساعات العمل 
المتوفرة لحافلات الشركة هى 124 ساعة عمل يومياء عدد الأشخاص المستفيدين من الخدمة على 
الخطوط الأربعة هو ٠‏ 
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( 40,5,50,30 ) شخص لكل حافلة واحدة يوميا ومجموع الأشخاص المتوقع أن تؤدي الشركة 
الخدمة لهم يوميا لا يتجاوز 1000 شخص هذا مع العلم أن عدد الحافلات العاملة على الخطين الثاني 
والثالث يجب إن لا يقل عن (9) حافلات يوميا. ما هو عدد الحافلات العاملة على كل خط يوميا والتي 
تؤدي إلى الحصول على أعظم إيراد للشركة. 

ا مسألة تمثل مسألة برمجة خطية صحيحة (1.1..5) حيث أن أعداد الحافلات هي أعداد صحيحة 
لذلك فإن أنموذج البرمجة يكون بالصيغة الآتية على افتراض: 
,: عدد الحافلات العاملة يوميا على الخط الأول. 
يلإ: عدد الحافلات العاملة يوميا على الخط الثاني. 
,: عدد الحافلات العاملة يوميا على الخط الثالث. 
,: عدد الحافلات العاملة يوميا على الخط الرابع. 

Max Z = 201 + ي/15‎ + 1014+ 177 
5.1 
5 + 5K + 6X, + 7 
301 +501 + 57, + 407, > 0 
1 د‎ 7 >9 


3 


۸ 
نم 
N‏ 
حلم 


120 1 XX, > 0 and integer 


3-2-2: مسألة الأيدي العاملة 


مصنع يمتلك خطين إنتاجيين , ساعات عمل العامل الواحد في كل خط هي (6,5) ساعة يوميا 
على التوالي ومجموع ما متوافر من ساعات العمل اليومية لعمال المصنع هو 170 ساعة , إنتاج العامل 
الواحد في كل خط إنتاجي من وحدات الإنتاج هو ( 23 , 4/3 ) وحدة يوميا وعلى المصنع أن ينتج 
يوميا ما لا يقل عن 25 وحدة وعدد الأيدي العاملة يوميا يجب أن لا يقل عن 25 عامل , ما هو عدد 
الأيدي العاملة يوميا على كل خط بحيث يؤدي ذلك إلى تقليل كلفة استخدام الأيدي العاملة اليومي 
إلى أقل ما يمكن مع العلم أن تكلفة استخدام العامل الواحد على كل خط يوميا" هي (3,2) ألف 
دينار على التوالي. 
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ا مسألة تمثل مسألة برمجة خطية صحيحة (1.1.۲) لذلك فإن أنموذج البرمجة يكون بالصيغة الآتية على 
افتراض: 

: عدد العمال العاملين على الخط الإنتاجي الأول يوميا. 

,: عدد العمال العاملين على الخط الإنتاجي الثاني يوميا. 


Min Z=2X + 1 
S.T 


5 + 6 > 0 


1 2 


2/3۸, + 4/3, < 5 
X + X۸ < 25 


2 


12 : 1 > 0 and integer 


3-2: طرائق حل مسائل البرمجة الخطية الصحيحة 

Solution Methods Of Integer Linear Programming Problems 
هذه الطرائق تقوم على أساس تجاهل قيد العدد الصحيح للتوصل إلى حل المسألة ومن ثم معالجة‎ 
القيم الكسرية للمتغيرات في حال وجودها والسبب يعود في كون عملية التوصل إلى الحل الأمثل‎ 
مسألة البرمجة الخطية الصحيحة ( <.11) يتم من خلال الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية العامة‎ 
هو تقارب القيم المثلى للحل الأمثل للمسألتين وفي بعض الأحيان تساويها وأن هذا يؤدي إلى‎ )1( 
.)1.1.۲( تقليل العمليات الحسابية للتوصل إلى الحل الأمثل ممسألة البرمجة الصحيحة‎ 
في هذه الفقرة سوف يتم تناول ثلاث طرائق لحل البرمجة الصحيحة (1.1.۴) و هما:‎ 
The Cutting - Plane Approach سلوب القطع المكافئ‎ .1 
The Branch And Bound Approach سلوب التفريع والتحديد‎ .2 


The Two-Test Approach jيرlıتخۈلl سلوب‎ .3 
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The Cutting - Plane Approach اسلوب القطع المكافئ‎ :1-3-2 


يعتبر من الأساليب المهمة جدا ف أيجاد الحلول المثلى ممسائل البرمجة الخطية الصحيحة (.1.1.۲) 
فبواسطته يتم تحويل نقاط الحلول ا ممكنة لمسائل البرمجة الخطية 0.50 إلى نقاط تمثل الحلول 
ا ممكنة لمسائل البرمجة الخطية الصحيحة (.1.1.۲). 


1-1-3-2: أسلوب البرمجة الصحيحة النقية 
The Pure Integer Programming Algorithm ( Fractional)‏ 


في هذه الفقرة سوف يتم توضيح كيفية تطبيق أسلوب القطع اممكافىَ على مسائل الرمجة 
الخطية الصحيحة في البداية لحل أي اة برمجة صحيحة (.1.1..2) يجب التوصل أولا إلى الحل الأمثل 
للمسألة مع إهمال شرط الأعداد الصحيحة وبافتراض أن جدول الحل الأمثل بلسألة البرمجة الخطية 
(.2..) يكون بالصيغة الآتية: 


ب" : المتغيرات الأساسية (صط,---1-1,2) 
W;‏ : المتغيرات غير الأساسية (j=1,2----,n)(‏ 


بافتراض أن قيمة المتغير ب هى قيمة غير صحيحة فإن معادلة المتغير × هى: 
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CI 6 
6 ل‎ 0 m 
Cı, j] BV 0100 1 
E 0 1 ٣ 
Cı 1 سسحت ريه سعد ريه 0 لس 0 لس‎ E b, 
: 1 0 س وھ سن رپچ 0 س 1 س‎ b, 
Cn 74 ل ا‎ 1 Ag ل‎ mj Am, bn 
C 0 0 ل‎ 0 O, == C ي‎ Cr 
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بافتراض إن أي قيمة غير صحيحة ممكز أن نعبر عنها كالآق: 


(2-2) ل سس 000 + [رط] خبط 
IR OTE )3-2(‏ رگ + زية] = a‏ 


[:] : أعلى قيمة صحيحة أقل أو تساوي ,6 
[ره] : أعلى قيمة صحيحة أقل أو تساوي به 
+ : قيمة موجبة أى 1 >5 >0 

8 قيمة غير سالبة أي 1 >6 >0 


1 


بتعويض ال معادلتين (2-2) و (3-2) في (1-2) نحصل على: 
)4-2( ا ي Sow; FA l2, + (4, |v,‏ 3 ول 
ا اک 


ولي تكون كل المتغيرات ,۸ و ر« عبارة عن إعداد صحيحة فإن ذلك يستوجب أن يكون 
الجانب الأيمن من المعادلة (4-2) صحيح و بالتالي فإن الجانب الأيسر يجب أن يكون صحيح. 


n 
ولذلك فإن:‎ DZ و0 <,۴ لكل 1 و ز فإن 0 < رطا‎ w, < 0 يما أن‎ 
ادز‎ 


RS )5-2(‏ 1ه بك i SW‏ 
j=1‏ 
ما أن الجانب الأيسر من (5-2) يجب أن يكون صحيح فإن تحقيق ذلك يتطلب أن يكون: 
(6-2) د SE‏ 27 - 7 
دز 


من ( 6-2) نحصل على ما يسمى بقيد القطع المكافئ والذي يتم إضافته إلى جدول الحل الأمثل 
للتخلص من القيم الكسرية: 


Ht بح‎ 3 iy f, PET )7-2( 
2-1 


من جدول الحل الأمثل نلاحظ أن قيمة ,» هي صفر ولذلك فإن المعادلة (7-2) تصبح بالصيغة الآتية: 
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أ أن قيمة المتغير غير السالب ,,,1 سوف تصبح سالبة ولذلك يتم اللجوء إلى طريقة السمبلك 
الثنائية للتوصل إلى الحل الأمثل وفيما يلي توضيح ذالك عن طريق الأمثلة. 


مثال (1-2): أوجد الحل الأمثل لمسألة الأيدي العاملة: 


Min 2 - 21 + 31 
S.T 
5K + 6, > 0 
2/3۸, + 4/31 < 5 
120 + 1 > 25 


64 6 > 0 and integer 


الحل: 


الخطوة الأولى هي أيجاد الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح و 
بعد إضافة المتغيرات الوهمية والاصطناعية للمسألة فإن جدول السمبلكس الأولي يكون بالصيغة 


الآتية: 
الجدول( 2-2 ) 
C; 2 3 0 0 0 M M‏ 
b‏ ت 5 
B.V. 1 1 £ X 1 4 X2‏ 
170 0 0 0 0 1 6 5 1 0 
M 7 2/3 4/3 0 1 0 1 0 25‏ 
M 7 : 1 1 0 0 -1 0 1 25‏ 
M 3-7/3 M 0 M M 0 0 Z=50M‏ 2-5/3 ع2 


من الجدول (2-2 ) نلاحظ أن المتغير الداخل هو ر لأنه ذو القيمة الأكثر سالبية في صف ° 


وباستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن المتغير الخارج هو ,7 ولذلك فإن جدول السمبلكس يصبح 
بالصيغة الموضحة بالجدول (3-2): 
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) 3-2 الجدول(‎ 
C 2 3 0 0 0 M 
“7 E b 
B.V. 1 1 1 1 1 X2 
0 X 2 0 1 9/2 0 0 115/2 
3 
3 X 1/2 1 0 -3/4 0 0 75/4 
2 
M 7 1/2 0 0 3/4 -1 1 25/4 
C 1/2-1/2 M 0 0 9/4- 3/4 M M 0 Z = 225/4+25/4 M 


من الجدول (3-2 ) نلاحظ أن المتغير الداخل هو ,1 وباستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن 
ا متغير الخارج هو ر ولذلك فإن جدول السمبلكس يصبح بالصيغة الموضحة بالجدول (4-2): 


) 4-2 الجدول(‎ 
6 2 3 0 0 0 
(3 b 
B.V. X 1 1 1 1 
0 00 1 0 1 0 6 20 
3 
3 58 1 1 0 0 1 22 
2 
0 6 2/3 0 0 1 4/3 25/3 
4 
ع6‎ 1 0 0 0 3 72-5 


من الجدول (4-2 ) نلاحظ أن المتغير الداخل هو ,7 وباستخدام قاعدة أقل النسب يتضح أن المتغير 
الخارج هو ,1 ولذلك فإن جدول السمبلكس يصبح بالصيغة الموضحة بالجدول (5-2): 
الجدول( 5-2 ) 


0 1 0 0 1 3/2 4 65/2 

3 1 0 1 0 -3/2 1 25/2 
2 1 1 0 0 3/2 2 25/2 
6 0 0 0 3/2 1 7Z = 02 


الجدول (5-2) بمثل الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار شرط (القيد) الأعداد الصحيحة 
وللتوصل إلى الحل الأمثل للسألة البرمجة الصحيحة (<.آ.1) 
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نستخدم أسلوب القطع ال مكافن فبعد الحصول على الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية )1.٨2.(‏ يتم 
تحديد معادلة المتغير الأساسي ذو القيمة غير الصحيحة وها أن كل المتغيرات الأساسية ذات قيم غير 
صحيحة لذلك يتم اختيار المتغير ذو أعلى كسر وكما مبين بالجدول الآقٍ: 


Var. b, [b,] f = b, - [b, ] 
65/2 32 65/2 - 32 = 2 
7 25/2 12 25/2-12- 2 
1 29/2 12 25/2 - 12 = 2 


ما أن كل المتغيرات الأساسية متساوية من حيث قيمة الكسر لذلك يتم اختيار احدها وليكن المتغير ,× 
رمن معادلة المتغير,)1 الموضحة بالجدول (5-2) نحصل على: 
2 = 3/2//7-21/4 + 72 
X, + (1+ 1/2), + (-2 + 0( X, = 12 + 2‏ (0 +1) 
المعادلة في أعلاه تم الحصول عليها من المعادلتين (2-2 ) , (3-2) ومن المعادلة (6-2) نحصل على: 
2 > 1/27 
2- > ,۸ 1/2- 


ولذلك فإن قيد ( القطع ) والذي يتم إضافته إلى الجدول ( 5-2 ) يكون بالصيغة الآنية بعد تحويله إلى 
الصيغة القياسية: 


2- = ,۸ + ,۸ 1/2- 
وعلى هذا الأساس فإن الجدول (5-2) يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول (6-2): 
الجدول( 6-2 ) 
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ها أن قيمة أحد المتغيرات الأساسية هي سالبة لذلك نستخدم طريقة السمبلكس الثنائية للتوصل إلى 
الحل ولذلك فإن المتغير الخارج هو ,ل أما المتغير الداخل فهو ,1 لأنه ا متغير الوحيد ذو قيمة سالبة 


ف صف ,). 
وات عة الور جل عن دول الان الد احرف بالحدول 2 
الجدول( 7-2 ) 
0 0 0 3 2 6 
b‏ 6 
B.V. 1 1 1 1 1 1‏ 
31 3 4 0 1 0 0 1 0 
14 3 1 0 0 1 0 1 3 
11 3 2 0 0 0 1 1 3 
1 2 0 1 0 0 0 1 0 
ا 3 1 0 0 0 0 6 


الجدول (7-2) هثل حلا ممكنا حيث أن قيم المتغيرات كلها صحيحة: 
2-4 ; 0= حب , 1= , 231ب , 14حي/7 , 2-11 


وهذه هي إحدى عيوب الأملوب وهي عدم التوصل إلى الحل الأمثل لبعض المسائل لذلك يتم اللجوء 
إلى أساليب أخرى والموضحة لاحقا". 


مثال (2-2 ): أوجد الحل الأمثل بلسألة الإنتاج: 


Max Z= 4X + 5X + 7 
S.T 


0 > ,2+3 + ,3۸ 
25 > ,5+7۸ + ,3 
5 > 47+ ,3۸ + ,2۸ 
X, XX, > 0 and integer‏ 
الحل: 
الخطوة الأولى هي التوصل إلى حل المسألة مع إهمال قيد العدد الصحيح, بعد إضافة المتغيرات 
الوهمية إلى الأنموذج نحصل على الحل الأمثل للمسألة وا موضح بالجدول (8-2): 
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) 8-2 الجدول(‎ 
6 4 5 7 0 0 0 b 
a EE 1 1 1 
0 4 3 2 3 1 0 0 20 
0 1 3 5 7 0 1 0 25 
0 1 4 3 4 0 0 1 28 
6 4 5 7 0 0 0 2-0 
0 1 12/7 1/7 0 1 3/7 0 65/7 
7 1 3/7 57 1 0 1/7 0 25/7 
0 1 27 117 0 0 4/7 1 75/7 
6 1 0 0 0 1 0 2-0 
4 1 1 1112 721 1/4 0 65/12 
7 1 0 3/4 ۱ -1/4 1/4 0 5/4 
0 1 0 1/6 0 -1/6 -1/2 1 55/6 
C 0 1/12 0 -7/12 -3/4 0 2-006 
4 1 1 0 1/9 59 -9 0 50/9 
5 4 0 1 4/3 --3 H3 0 5/3 
0 1 0 0 -9 -1/9 -5/9 80/9 
6 0 0 -1/9 -5/9 79 0 AEN 
الخطوة الثانية اختيار معادلة المتغير ذو أعلى كسر وكالاآن:‎ 
Var. 5 TT T= = [I 
X 50/9 5 50/9 - 5 = 9 
1 5/3 1 5/3- 1- 3 
7 80/9 8 80/9- 8 = 8/9 


من الجدول في أعلاه يتضح أن الاختيار يقع على معادلة ام متغير 7 الموضحة بالجدول (8-2): 
X, -1/9 7, - 5/9 (+, = 9‏ 2/9- 
باستخدام المعادلتين (2-2) , (3-2) فإن المعادلة في أعلاه تتحول إلى : 
X, + ) -1+8/9 (1, + (-1+4/9) X, + (1+0) X, = 4 + 49‏ ( 1+7/9- ) 
من المعادلة (6-2) نحصل على: 
ورة > ,4/9 + ,8/9 + ب[ ورج 


ورع - > ,49 - ,89 - 7/917 
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الصيغة النهائية لقيد القطع الذي يتم إضافته إلى جدول الحل الأمثل (8-2) هي: 
9 - = ب( + 4/9 - ,8/9 - ,1 7/9- 
وعلى هذا الأساس فإن جدول الحل الأمثل يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول (9-2): 


)9-2 الجدول(‎ 
6 4 5 7 0 0 0 0 
C, b 
BV. 1 14 1 14 1 1 1 
4 1 1 0 1/9 5/9 2/9 0 0 40/9 
5 1 0 1 4/3 1/3 1/3 0 0 10/3 
0 1 0 0 2/9 1/9 -5/9 1 0 55/9 
0 4 0 0 7/9 8/9 4/9 0 1 8/9 
6 0 0 1/9 5/9 7/9 0 0 


باستخدام طريقة السمبلكس الثنائية يتضح أن المتغير الخارج هو ,× ولمعرفة المتغير الداخل يتم 
قسمة صف € على صف المتغير الخارج وكالآني: 
0 0 79- 5/9- 1/9- 0 0 صفا 
1 0 49- 8/9- 7/9- 0 0 صفا 


إذن ,× هو المتغير الداخل لأنه ذو اقل قيمة ناتجة من حاصل القسمة ولذلك فإن الجدول (9-2) 
يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول (10-2) الناتج من عملية المحور: 


)10-2 الجدول(‎ 
©] 4 5 7 0 0 0 0 
b 

Cc, | B.v 4 1 1 1 4 1 1 
1 1 0 0 3/7 2/7 0 1/7 38/7 
5 1 0 1 0 13/7 3/7 0 12/7 1/7 
0 1 0 0 0 1/7 5/7 1 2/7 64/7 
7 1 0 0 1 8/7 4/7 0 9/7 8/7 

6 0 0 0 5/7 57 0 17 


ما أن قيم المتغيرات الأساسية لا زالت غير صحيحة لذلك يتم إعادة الخطوة الثانية باختيار معادلة 
المتغير ذو أعلى كسر وكالآق: 
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Var. b, [b, ] f= b, - [b, ] 
X 38/7 5 38/7 - 5 = 7 
1 1/7 0 1/7-017 
18 64/7 9 64/7-9 =7 
X 8/7 1 8/7-1 =7 


من الجدول في أعلاه يتضح إن الاختيار يقع على معادلة المتغير ,£ الموضحة بالجدول (10-2): 

X + 3/7 7, -2/7 X, + 1/7 ۸, = 7‏ 
باستخدام المعادلتين (2-2 ) , (3-2) فإن المعادلة في أعلاه تتحول إلى: 

(1+0) X, + ) 0+ 3/7 )X, + (-1+5/7) X, + ) 0+1/7( 7 = 7 

من المعادلة (6-2) نحصل على: 

3/7 ۸, + 5/7 ۸, + 1/71 < 7 

7-> 1/71 - 5/7/4 - ب( 3/7- 
الصيغة النهائية لقيد القطع الذي يتم إضافته إلى الجدول (10-2) هي: 

7 - - ۸+ 1/7 - با( 5/7 - ,۸ 3/7- 

وعلى هذا الأساس فإن الجدول(10-2) يصبح بالصيغة ا معرفة بالجدول(11-2): 


) 11-2 الجدول(‎ 
55 7 0 0 0 0 0 
66 8 b 
2 3 1 1 1 1 1 1 1 1 
4 7 1 3/7 3/7 0 1/7 38/7 
75 
5 1 0 1 0 13/7 3/7 0 12/7 0 1/7 
E4 
0 1 0 0 0 1/7 3/7 1 2/7 0 64/7 
6 
7 7 0 0 1 8/7 4/7 0 9/7 0 8/7 
3 
0 17 0 0 0 3/7 5/7 0 1/7 1 3/7 
8 
6 0 0 0 -3/7 -5/7 0 -1/7 0 


باستخدام طريقة السمبلكس الثنائية يتضح أن المتغير الخارج هو ,7 ولمعرفة ا متغير الداخل يتم 
قسمة صف ') على صف المتغير الخارج وكالآتي: 
0 1/7- 0 57 37- 0 0 60 صف )6 


17-1 0 7- 3/7- 0 0 0 صف × 
2 إن a‏ ° ,كلا امم اي أت 
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ها أن حاصل القسمة للمتغيرات 17,71 متساوي لذلك فمن ال ممكن اختيار احدها كمتغير داخل 
وليكن ,7 وعلى هذا الأساس فإن الجدول (11-2) يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول (12-2): 


الجدول( 12-2) 


© 4 5 7 0 0 0 0 0 
Cg 0 7 4 1 14 1 7 1 4 b 
4 1 1 0 0 0 -1 0 0 1 5 
5 1 0 1 0 0 8/3 0 7/3 13/3 2 
0 X 0 0 0 0 2/3 1 1/3 1/3 9 
7 1 0 0 1 0 -4/3 0 -5/3 8/3 0 
0 12 0 0 0 1 5/3 0 1/3 7/3 1 
6 0 0 0 0 0 0 0 -1 2-0 


الجدول (12-2) هثل الحل الأمثل لمسألة البرمجة الصحيحة (1.1.۲) ويلاحظ أن قيمة دالة الهدف 
أقل من قيمة دالة الهدف مسألة البرمجة الخطية (<.1) وذلك لكون المسألة تمثل مسألة تعظيم. 


2-1-3-2: أسلوب البرمجة الصحيحة المختلطة 
The Mixed Integer Programming Algorithm‏ 


يستخدم هذا الأملوب في حال كون مسألة البرمجة الخطية (.1.۲) تكون ذات متغيرات بعضها 
مقيد بقيد العدد الصحيح وهذا الأسلوب مشابه من حيث الفكرة الأساسية للأسلوب السابق 


والاختلاف الوحيد هو في صيغة قيد القطع , نفترض أن 1 هو عبارة عن متغير مقيد بقيد العدد 
الصحيح في مسألة برمجة مختلطة لذلك فإن معادلة × في الحل الأمثل هي: 


Xi <8, - 2 aj, 3 b, J+ 6 - 28 
اح‎ 1 
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ها أن بعض متغيرات ,س تكون غير مقيدة بقيد الأعداد الصحيحة فأنه من غير ا ممكن أن نستخدم 
معادلة القطع المبينة في الأسلوب السابق ولذلك فإن معادلة (قيد) القطع يكون كالآق: 


لكي يكون ,7 عبارة عن عدد صحيح فهذا يعني أن: 


)10-2( لس X > [bi]+1 or X > [bi]‏ 
من (9-2) فإن الشروط (10-2 ) تكافن | ڏني: 
(11-2) معتسيك 0 ا aj,‏ 2 
1=ز 
(12-2) الت ارک SN‏ 
j=1‏ 


وبافتراض: 

*6: مجموعة المتغيرات غير الأساسية في الحل الأمثل والتي تحقق 0 < ره 
6 مجموعة المتغيرات غير الأساسية في الحل الأمثل و التي تحقق 0 > ره 
من المعادلات (11-2) و 12-2) نحصل على: 1 


المعادلة (15-2) تمشل قيد القطع حيث ,,,1 عبارة عن متغير وهمي. 
مثال (4-2): الجدول الآ هثل الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية (.1.۲): 


0 4 3 0 0 0 


6 b 
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بافتراض أن المتغير X‏ مقيد بقيد العدد الصحيح and integer)‏ 0 > 12 1 أوجد الحل الأمثل ممسألة 


الحل: 


معادلة المتغير ,× هي: 
X + 2/3۸, - 3/2۸, = 2+ 2‏ 


1 


G={3} , © ={5}, f =12 


من المعادلة (15-2) نحصل على: 
3- 1/2 2 
2 = + 
5 2 يلم 85 X6‏ 


X,- 2/3 ۸, - 3/2, - -2‏ 
جدول الحل الأمثل يصبح بالصيغة الموضحة بالجدول ( 13-2 ): 


)13-2 الجدول(‎ 
6 4 3 0 0 0 
cC 1 5 
B.V. 1 1 1 1 1 5 
4 X 1 0 2/3 0 3/2 0 5/2 
1 
0 1 0 0 0 1 1 0 2 
4 
3 1 0 1 1 0 7 0 4/3 
2 
0 1 0 0 21/3 0 -3/2 1 -1/2 
6 
6 0 0 13 0 -15 0 


ها أن قيمة أحد المتغيرات الأساسية هي سالبة لذلك يتم اللجوء إلى طريقة السمبلكس الثنائية 
للتوصل إلى الحل و لذلك فإن ,× هثل المتغير الخارج لأنه ذو قيمة سالبة ولمعرفة المتغير الداخل يتم 
قسمة صف ) على صف ,2 وكالآق: 

6 
1 


6 


0 15- 0 17/3- 0 0 صف 
1 3/2- 0 2/3- 0 0 صف 
- 10 - 17/2 - - 


,× هوالمتغير الداخل لأنه ذو أقل قيمة ناتجة من حاصل القسمة لذلك فإن الجدول (13-2) يصبح 
بالصيغة اممعرفة بالجدول (14-2) الناتج من تطبيق عملية ا محور: 
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الجدول( 14-2) 
0 0 0 3 6 

4 1 1 0 0 0 3 1 2 
0 1 0 0 0 1 1 0 2 

4 
3 1 0 1 0 0 19/4 3/2 7/12 

2 
0 1 0 0 1 0 9/4 3/2 3/4 

3 

C 0 0 0 0 -9/4 12 7- 4 


الجدول (14-2) هثل الحل الأمثل حيث أن قيمة ,)[ هي عدد صحيح. 


Branch And Bound Approach أسلوب التفريع والتحديد‎ :2-3-2 


يستخدم هذا الأسلوب لحل مسائل البرمجة الخطية الصحيحة (1.1.۲) بنوعيها النقية والمختلطة 
ويستند هذا الأسلوب على مسألة البرمجة الخطية (1..5) بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد الأعداد 
الصحيحة فإذا كان الحل الأمثل ثل قيم عددية صحيحة فأنه هثل حل أمثل مسألة البرمجة الخطية 
الصحيحة (1.1.۴) أما إذا احتوى الحل على قيم غير صحيحة فيتم استخدام أسلوب البتر ( «منتمعصتم” ) 
للحصول على حل أمثل صحيح فلو افترضنا أن الحل الأمثل طمسألة برمجة خطية (1.2) متكونة من 
متغيرين ,× و ,× هو ( 4.4,3.5 ) فإن الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية الصحيحة (1.1.۲) يتم من 
خلال اختيار أربعة حلول صحيحة ممكنة هى (4 , 3) , (4 4) , (5 , 4) , (5 , 3) وهذا يعنى أن الحل 
الأمثل الصحيح يتم التوصل إليه من خلال الأخذ بنظر الاعتبار كل القيم الصحيحة الممكنة للمتغيرات 
فمثلا ,× يتم اخذ القيمة الأقل من أو اكبر من 3.5 أي أن الحل الصحيح الأمثل يجب أن يحقق القيد > 
3 × أو يحقق القيد 4 < ,7 , وبصورة عامة نفترض مسألة البرمجة الخطية (2.آ) الآتية: 
(L.P-1) Max Z= CX‏ 
S.T‏ 
AX =b‏ 
X < 0‏ 


1 integer 
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الخطوة الأولى: حل مسألة (1.۲-1) بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح ولنفترض إن 
الحل الأمثل يتمثل بقيمة دالة هدف ,2 وقيمة غير صحيحة ل , قيمة ,7 تمثل الحد الأعلى لتعظيم 
قيمة دالة الهدف. 

الخطوة الثانية: تجزئة المسألة (1.۲-1) إلى مسألتين فرعيتين (1.۲-2) و (1.۲-3) , مسألة (۲-2.ا) 
تمثل مسألة (1.5-1) مع إضافة القيد [ط]> × ومسألة (1.۲-3) تمثل مسألة (1.۲-1) مع إضافة القيد + 
1 [رط] < 7 حيث [ط] هثل اكبر عدد صحيح اقل من القيمة غير الصحيحة لل وهذا هو معنى 


في حال وجود أكثر من متغير واحد بقيمة غير صحيحة فإن اختيار قيد المتغير الذي يتم إضافته 
إلى المسألة الأصلية لتكوين المسائل الفرعية يتم من خلال اختيار المتغير ذو أعلى كسر- أو من خلال 
اختيار المتغير الأفضل بين المتغيرات ويتم تحديد الأفضل من خلال قيمة معامل المتغير في دالة الهدف. 


(L.P-2) Max Z= CX (L.P-3) Max Z= CX 
S.T S.T 
AX =b AX =b 
X < [bj X> [bj] +1 
X> 0 X >0 


الخطوة الثالثة: التوصل إلى الحل الأمثل للمسألتين (1.۲-2) و (1.۲-3 ) ولو تم افتراض أن 
الحلول المثلى للمسألتين هي عبارة عن قيم غير صحيحة فهذا يستدعي إعادة التفريع مرة أخرى 
بإضافة قيد جديد إلى احد المسألتين التي قيمة دالة الهدف لها أعلى من قيمة دالة الهدف للمسألة 
الأخرى (مسألة تعظيم ) بشرط عدم تجاوزها لقيمة ,7 , عمليات التفريع تستمر إلى أن يتم الحصول 
على الحل الصحيح من واحد من البرامج الخطية الفرعية, أي مسألة فرعية تتوقف عن التفريع يطلق 
عليها مسألة مفهومة (Fathomed)‏ ف حال تحقق احد الشروط الآتية: 
1. الحل الأمثل للمسألة الفرعية هو حل صحيح. 
2. المسألة الفرعية لا تمتلك حل ممكن. 
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3. قيمة 7 لأي من البرامج الفرعية التي يمثل حلها حلا صحيحا تمثل الحد الأدنى لتعظيم مسألة -۲.ا) 
(1 ولذلك فإن التفريع يتوقف في حال كون قيمة 7 للمسألة الفرعية اقل من الحد الأدنى. 
مثال (5-2): اوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية (2.]آ) الآتية: 
Max Z= 4X + 21)‏ 
S.T‏ 
2 > ۸ + 3 
X + 7 > 2‏ 
and integer‏ 0 > 055 12 

الحل: 
الخطوة الأولى هي إيجاد الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح , الحل 
الأمثل موضح بالشكل (3-2): 


الشكل (3-2) 
الحل الأمثل هو: 


2-4 ; 0دي# , X=72‏ 
ها أن قيمة أحد المتغيرين 1 غير صحيحة فإن ذلك يستوجب تكوين مسألتين فرعيتين من خلال 
إضافة القيد 4 < ,× أو 3 > 72 إلى المسألة الأصلية: 


(L.P-1) Max 7 - 4X +2X, (LP-2) Max 2 - 4X + 2X, 


S.T S.T 
3, + ۸, > 2 3+ ي7‎ > 2 
X + X > 2 X + 1 > 2 
X <3 X >4 
XX < 0 X ي7‎ < 0 
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حل المسألتين (2-1.) و (1.۲-2) موضح بالشكلين (4-2) و (5-2) على التوالى: 


الشكل (5-2) 


(L.P-1) (L.P-2) 


الحل الأمثل ممسألة (1.۲-1) هو: 


وهو ثل الحل الأمثل للمسألة الأصلية لأن مسألة (1.5-2) غير قابلة للحل وكما هو موضح بالشكل 
(5-2): 
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مثال (6-2): اوجد الحل الأمثل لمسألة الإنتاج باستخدام أسلوب التفريع والتحديد: 


Max Z= 4X + 5X + 7 
5.1 


3+ ج21‎ 3K, > 0 
3+ 5+ 7K, > 5 
21+ 3۸+ 4), > 5 


XX. > 0 and integer 
الحل:‎ 
الحل الأمثل ممسألة الإنتاج بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح هو:‎ 
X=50/9 , X=5/3 , =0 ; 25- 09 
ما أن قيم المتغيرات هي قيم غير صحيحة لذلك يتم اختيار المتغير ذو أعلى كسر ,7 لتكوين قيدين‎ 


هما1 > و 2< ,7 , يتم إضافة القيدين إلى المسألة الأصلية كل على حده لتكوين مسألتي برمجة 
خطية (1.2آ) وكالآق: 
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الحل الأمثل ملسألة (1-1) موضح بالجدول (15-2): 


0 0 0 

1 E 

0 0 0 20 

1 0 0 25 
0 1 0 25 
0 0 1 1 

0 0 0 2-0 
-7 0 0 65/7 
1/7 0 0 25/7 
-4/7 1 0 720517 
0 0 1 1 
-1 0 0 2-6 
-1/4 0 0 65/12 
1/4 0 0 5/4 
-1/2 1 0 55/6 
0 0 1 1 
-1/4 0 0 2-2-1 
-1/4 0 1/12 11/12 
1/4 0 -3/4 12 
-1/2 1 -1/6 9 

0 0 1 1 
-1/4 0 -1/12 2 612 


Max Z= 4X + 5, + 57 
5.1 


3۸, + 2£, +3 > 0 

3, + 5 22+71 

2۸, + 3, +4 > 5 
X 21 


7 = 


56 


۸ 


X 1 1 8 1 > 0 and integer 


Max Z= 4X, + 5X +7, 
S.T 


3 + 2+3, > 0 


3 + 5 ۸, + 7۸, > 5 
2+ 3۸, + 4), > 5 
1 <2 
1 7 ص1‎ 5 1 > 0 and integer 
)15-2 الجدول(‎ 
6 4 5 3 0 
1 1 1 1 
3 2 5 1 
3 5 7 0 
2 3 4 0 
0 1 0 0 
4 0 ¥ 0 
127 -/7 0 1 
377 5/7 1 0 
2/7 1/7 0 0 
0 1 0 0 
1 0 0 0 
1 -1/12 0 7/12 
0 3/4 1 -1/4 
0 1/6 0 -1/6 
0 3 0 0 
0 19/12 0 -13/12 
1 0 0 7112 
0 0 1 -1/4 
0 0 0 -1/6 
0 1 0 0 
0 0 0 70/12 


00 


| هق 


Q| 


Q| 


(L.P-1) 


(L.P-2) 


Introduction to Operation Research. 


ما أن قيم المتغيرين ,۸ هي قيم غير صحيحة لذلك فإن مسألة (5-1.]) تتفرع إلى مسألتين فرعيتين 
ولكن قبل ذلك يتم إيجاد الحل الأمثل ممسألة (1.۲-2) و كما هو موضح بالجدول (16-2): 


) 16-2 الجدول(‎ 
1 6 4 7 0 0 -M 
حا‎ 1 04 04 1 "4 1 04 70 b 
لآ‎ 2 3 4 5 6 7 
0 1 3 2 3 1 0 0 0 0 20 
4 
0 1 3 5 7 0 1 0 0 0 25 
0 0 2 3 4 0 0 1 0 0 25 
6 
-M Xı 0 1 0 0 0 0 1 1 2 
C 4+M 5 7 0 0 0 M 0 Z =-2M 
0 X 3 0 3 1 0 0 2 16 
4 
0 4 3 0 7 0 1 0 5 15 
0 6 2 0 4 0 0 1 3 19 
6 
5 1 0 1 0 0 0 0 1 2 
2 
C 4 0 7 0 0 0 5 2-0 
0 1 12/7 0 0 1 3/7 0 1/7 67/7 
4 
7 X 3/7 0 1 0 1/7 0 5/7 15/7 
3 
0 X 2/7 0 0 0 4/7 1 1/7 737 
6 
5 1 0 1 0 0 0 0 1 2 
2 
C 0 0 0 0 1 0 0 Z=25 
0 X 0 0 4 1 1 0 3 1 
4 
4 X 1 0 7/3 0 1/3 0 5/3 5 
0 X 0 0 -2/3 0 -2/3 1 1/3 9 
6 
5 X 0 1 0 0 0 0 1 2 
2 
C 0 0 7/3 0 4/3 0 5/3 Z = 30 


الجدول (16-2) هثل حلا امثلا لمسألة البرمجة الخطية الصحيحة (1.1.۲) لأنه لا هكن الحصول على 
قيمة لدالة الهدف أفضل من القيمة الحالية( أي :)٠١‏ 
2-0 ; 0= , 2= , 5= 


2 
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مثال (7-2): اوجد الحل الأمثل ممسألة الأيدي العاملة باستخدام أسلوب التفريع والتحديد: 


Min Z - 21+ 3X, 
S.T 


5, + 6, > 0 
2/3 ۸, + 4/3, < 5 
X + 1 > 25 


4 1 > 0 and integer 


الحل: 
الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح موضح بالجدول (17-2): 
الجدول( 17-2) 
65/2 4 3/2 1 0 0 1 0 
25/2 1 3/2- 0 1 0 1 3 
25/2 2 3/2 0 0 1 1 2 
C 0 0 0 3/2 1 7- 02‏ 


ما أن قيمة ,7 و ,× متساوية من حيث الكسر لذلك يتم الاختيار وفق قاعدة المتغير الأفضل من 
حيث قيمته في دالة الهدف ولذلك يتم اختيار 7 والذي تقع قيمته بين 12 و 13 وعلى هذا الأساس 
يتكون قيدين هما 12 > ,× و 13 < ,× ولذلك فإن المسألة الأصلية تتفرع إلى مسألتين فرعيتين: 


مسألة (1-<.6: تمثل المسألة الأصلية مع إضافة القيد 12> 7 : 


X + 3/217,-214 = 2 


(17-2) بيد 3/242 = 25/2= 
بتعويض (17-2) ف (16+2) نحصل على: 
(18-2) دمتس تو كنتب 231/2 DIE E‏ 


223 


البرمجة الخطية الصحيحة 2 2 2 2 2 2 RESETS nara esre‏ ا ا 


بإضافة ال معادلة (18-2) إلى الجدول (16-2) نحصل على الجدول (17-2): 


)17-2 الجدول(‎ 
6 2 3 0 0 0 0 
6 b 
8 18 1 4 1 1 1 1 
0 1 0 0 1 3/2 4 0 65/2 
3 
3 1 0 1 0 3/2 1 0 25/2 
2 
2 1 1 0 0 3/2 -2 0 25/2 
1 
0 1 0 0 0 3/2 2 1 1/2 
6 
6 0 0 0 3/2 1 0 


ما أن قيمة أحد المتغيرات الأساسية سالبة 7 لذلك يتم اللجوء إلى طريقة السمبلكس الثنائية للتوصل 

إلى الحل الأمثل وعلى هذا الأساس فإن ,× هو اممتغير الخارج و ,1 هو المتغير الداخل لأنه المتغير 

الوحيد الذي يكون ذو قيمة سالبة في صف ,7 وبتطبيق عملية المحور نحصل على الجدول (18-2): 
الجدول( 18-2 ) 


C 0 0 0 0 3 1 Z = 3 


الجدول (18-2) ثل الحل الأمثل ممسألة البرمجة الصحيحة (1.1.۲) والسبب في ذلك يعود إلى أن قيمة 
7 (63) هى أفضل قيمة ممكن الحصول عليها حيث أن قيمة 7 بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد 
الصحيح هي (62.5) وها إن قيم معاملات دالة الهدف هي قيم صحيحة لذلك لا هكن الحصول على 
قيمة ل 7 بحيث قيم المتغيرات تكون أعداد صحيحة أفضل من (63). 
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3-3-2: أسلوب الاختبارين* Two - Test Approach‏ 
تستخدم هذه الطريقة اختبارين للتوصل إلى الحل الأمثل الاختبار الأول يتمثل باختبار دالة الهدف من 
حيث كون قيمة دالة الهدف ,لسألة البرمجة الخطية الصحيحة (1.۲.) اقل أو تساوي قيمة دالة الهدف في حالة 
التعظيم وأكبر أو تساوي في حالة التقليل لمسألة البرمجة الخطية (5:]) والاختبار الثاني يتمثل باختبار تحقق 

القيود المؤثرة في الأأنموذج ( قيود الموارد النادرة ) , خطوات هذه الطريقة موضحة من خلال الأمثلة الآتية: 


مثال (8-2): اوجد الحل الأمثل مسألة الإنتاج باستخدام طريقة الاختبارين على اعتبار أن الكمية 
المتوفرة من ال مواد الأولية للنوع الثاني هي ٠٠١‏ وذلك لتوضيح الطريقة بشكل أفضل: 
Max Z= 4K + 5X, + 7K,‏ 
S.T‏ 
0 > ,3۸ + ,2۸ + ,3۸ 
0 > ,7۸+ ,5 + 3 
5 >4 + ,3 + 2/0 


X,X,X, < 0 and integer 


1± 25 3 


الحل: 
خطوات الطريقة هي: 
.١‏ إيجاد الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح. 
۲. نختار القيود المؤثرة في الأنموذج والتي تكون قيم أسعار الظل لها عبارة عن قيم غير صفرية. 
الحل الأمثل هو: 
ك5 و وحب#, لدي 1-4 
1 9 9 
قيم أسعار الظل هي: 


7-0 


3 


J=5/9 , ¥09 


* عرف هذا الأسلوب عام ۲٠١۲‏ (راجع المصدر الرابع (الزبيدي) ) 
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من قيم أسعار الظل نلاحظ أن القيدين الأول والثاني هما القيدين المؤثرين ف الأموذج. 

۳. في حالة كون قيم متغيرات القرار في الحل الأمثل عبارة عن قيم كسرية نختار المتغير ذو أعلى 
.٤‏ إعطاء ,× قيمة تمثل أصغر عدد صحيح اكبر من القيمة غير الصحيحة له ( أي 5) مع أعطاء بقية 
المتغيرات ذات القيم غير الصحيحة قيم تمثل اكبر عدد صحيح أقل من القيم غير الصحيحة لها. 
X=5 , =3 , =0‏ 

۵. حساب قيمة ,7 للمرحلة الأولى بتعويض القيم المختارة في (4) أعلاه بدالة الهدف. 
Z,ٍ= 4 (5) + 5 )3(+0 = 5‏ 
5 عاب 212 2 و يفيت فة ,2 بجت أن تكون اواو فاي الق ف اة اف 
و أقل أو تساوي الصفر في حالة التقليل وعكس ذلك نتوقف وننتقل إلى المرحلة الثانية: 
5 4 
= 35--34 ع2 -2- Z,‏ 
9 9 
ما أن قيمة ,7 سالبة ننتقل إلى ا مرحلة الثانية. 
ا مرحلة الثانية: 


و2 : 0= , 4 =, 2-4 


EE e 
9 9 


= 6 


المرحلة الثالثة: 


إعطاء المتغيرات قيم تمثل اكبر عدد صحيح اقل من القيم غير الصحيحة لها: 
X=4 , =3 , =0 ; 72-1‏ 
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.١ 


۲۳ 


نختبر تحقق القيود المؤثرة في الأموذج من خلال ضرب معاملات الجانب الأيسر للقيود في الزيادة 
أو النقصان لقيم المتغيرات: 


1- 3)-)4/9(( + 2)-)1/3(( +0 = - 2 


2- 3)-)4/9(( + 2)-)1/3(( +0 = -3 


في حالة كون إشارة القيد أصغر أو يساوي فإن القيم المحسوبة في 7) يجب أن تكون اقل أو 
تساوي صفر أما في حالة كون إشارة القيد اكبر أو تساوي صفر فإن القيم المحسوبة يجب أن 
تكون اكبر أو تساوي صفر وعكس ذلك ننتقل إلى مرحلة أخرى. 

نختار القيد ذو القيمة غير الصفرية الأعلى الناتجة من (7) في حال كون إشارة القيد اصغر أو 
تساوي أما في حال كون إشارة القيد اكبر أو تساوي فنختار القيد ذو القيمة غير الصفرية الأقل , 
وعلى هذا الأساس سوف نختار القيد الأول. 


حساب قيمة © للقيد الأول والتي تمثل معاملات الجانب الأيسر- للقيد الأقل من أو تساوي 
القيمة ا محسوبة في (7) بغض النظر عن الأشارة (2-) اما في حالة كون اشارة القيد اكبر أو يساوي 
فنختار معاملات الجانب الأيسر للقيد الأقل أو تساوي القيمة المحسوبة في (7) وكذلك الأختلاف 
بين معاملات الجانب الأيسر التي تحقق الشرط. 

) 4 7و ديرة - 4 ديرة ) = 0 
في حالة عدم وجود قيم ل © فإن الحل هثل الحل الأمثل. 
حساب قيم ,© والتي تمثل معاملات دالة الهدف بحيث: 
إشارة القيد اصغر أو يساوي ( Cı -C,, Cy - Cı‏ 6 ) = 0 
إشارة القيد اكبر أو يساوي 0 ) C,‏ 6 درن يت ور0-) = 
اختيار قيم ,© الأكبر من الصفر والتي تكون اصغر أو تساوي ,72 في حالة التعظيم ومن ثم 
اختيار القيمة الأعلى منها, أما في حالة التقليل فيتم اختيار قيم 
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,0 الأصغر من الصفر والتي تكون اكبر أو تساوي +7 وعكس ذلك فإن حل المرحلة الثالثة 
يمثل الحل الأمثل. 
(و7 > 1,2- 2 <5 = 0 


۳. قيمة ,©0 المختارة هي (2) هذا يعني الانتقال إلى المرحلة الرابعة بزيادة قيمة المتغير ,× 


نقصان قيمة المتغير ,× وحدة واحدة مع ثبات قيم المتغيرات الأخرى. 
ا مرحلة الرابعة: 


نختبر إمكانية تحقق القيدين الأول والثاني: 

1 - = )1( 3 + ((4/3)-)2 + ((4/9)-)3 -1 
1 - = (7)1 + ((4/3)-)5 + ((4/9)-)3 -2 
ها أن القيم سالبة ومتساوية فهذا يعني تحقق القيدين وعليه نستخرج قيم ,0 و ,0 وكالآق: 
A2 )‏ 7و3 ديرة > ربة )-0 
RE 5‏ 0 

ها أن رم لا تحتوي على قيم لذلك نستنتج بأن حل ال مرحلة الرابعة ثل الحل الأمثل أي: 
7-3 ; 1 , ۸2 , 4حب2 


مثال (9-2): اوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية الآتية: 


Max Z=5X, + 47 
S.T 
X + 1 > 5 


10, + 6, > 45 


X 5 1 > 0 and integer 


الحل: 


الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح هو: 


4 e 5 
4 4 4 
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قيم أسعار الظل هي: 

Y=52 , 7-4‏ 
وهذا يدل على أن قيود الأموذج هي قيود مؤثرة: 
المرحلة الأولى: نختار ,7 لأنه ذو أعلى كسر: 


ما أن قيمة ,2 سالبة ننتقل إلى المرحلة الثانية. 
ال مرحلة الثانية: 


AVA 2 عه‎ 
4 4 


نختبر إمكانية تحقق القيود وكالآق: 
0= 4/ة) + (4/ة)- -1 
3- - 3/4) 6 + ((3/4)-)10 -2 
ها أن القيم اصغر أو تساوي الصفر فهذا يعني تحقق القيود ونختار القيد الثاني لحساب قيم ,0 : 
5 0 
هذا يعني أن حل المرحلة الثانية يمثل الحل الأمثل أي: 
2-3 : 2= , 3=[ 
مثال (10-2): اوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية الآتية: 
Min 2 - 21 + 31 + 4‏ 
5.1 
6 < 27+27 + 2 


X + 4X, +2۸, < 0 


+X), < 4‏ 30 
and integer‏ 0 > 1 5 1 5 120 
الحل: 
الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح هو: 
220 نكن ل فنا IL‏ 
3 3 3 
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قيم أسعار الظل هي: 
6=,¥, 0=¥ , 3/2 حا 
وهذا يدل على أن القيدين الأول والثالث هما القيود المؤثرة في الأموذج: 
المرحلة الأولى: نختار ,7 أي أن : 


نختبر إمكانية تحقق القيدين الأول والثالث: 
0 - 0+ ((1/3)-)2 + (1)2/3 -1 
2- 0+ (3)2/3 -2 


ما أن القيم اكبر أو تساوي الصفر فهذا يعني تحقق القيدين ونختار القيد الثالث لاستخراج قيم ,0 : 
بيه O, = a‏ 
(OOO‏ 

ا أن قيمة ,0 موجبة فهذا يدل على أن حل المرحلة الأولى ثل الحل الأمثل أي: 
X=2 ,X=2 , =0 ; 2-0‏ 


مثال (11-2): اوجد الحل الأمثل للمسألة الآتية باستخدام طريقة الاختبارين: 


Min 2 - 21 + ي/3‎ 
S.T 
5, + 6, > 0 
2/3۸, +4/3, < 5 
X + 1 > 25 


X ٍ 1 > 0 and integer 


الحل: 
الحل الأمثل لمسألة البرمجة الخطية هو: 


قيم أسعار الظل هي: 
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وهذا يدل على أن القيدين الثاني والثالث هما القيود المؤثرة في الأموذج: 


المرحلة الأولى: نختار ,7 أي أن : 


ما أن القيمة موجبة ننتقل إلى المرحلة الثانية. 
ال مرحلة الثانية: 


نختبر إمكانية تحقق القيدين الثاني والثالث: 
3 = (4/3)1/2+ ((1/2)-)2/3 -2 
0= 1/2+ 2 -3 
هذا يدل على تحقق القيدين ونختار القيد الثاني لا ستخراج ر0 : 
5 1 - ,0 
X=12 , ۸-13 : 7= 63‏ 
مما ورد أعلاه نستنتج بأن الطريقة كفؤة جدا في استخراج الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية 
الصحيحة (1.1.۲) وقد تم تطبيقها على العديد من الأمثلة وأثبتت كفاءتها. 


4-2 : البرمجة الثنائية Zero - One Programming‏ 
تمثل البرمجة الثنائية تطبيقا مهما جدا لمسائل البرمجة الصحيحة (1.1.۲۶) فقد تواجه عامل القرار 
مسائل تتضمن قرارات من النوع (نعم أو لا) مثال ذلك هل نصنع هذه المادة أم لا أو هل نشغل 
السيارات على خط معين أم لا , هذه القرارات ممكن أن تمثل بمتغيرات قرار تأخذ قيمتين فقط أما 

صفر أو واحد أى: 
1 اذا كان القرار ز هو نعم 
X=‏ 
اذا کان القرار ز هو لا 
هذه المتغيرات تمثل في مسألة البرمجة الخطية الصحيحة (1.1.۲) على شكل قيدين هما: 
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بعض المسائل تحتوي على مجموعة متغيرات ذات قرارات نعم أو لا والتي يجب أن يكون أحد 
المتغيرات نعم والبقية لا مثال ذلك شركة تسعى لإنتاج نوع واحد من المنتوجات من بين عدة 
منتوجات, هذا النوع من القرار ممكن أن هثل في مسألة البرمجة الخطية الصحيحة(1.1.5) بالقيد: 


(20-2) 0 ايا 


ادر 
أما في حال عدم وجود الشرط القاضي بأن احد المتغيرات يجب أن يكون نعم فإن صيغة القيد تصبح 
کالاآتي: 
E )21-2(‏ 
j=1‏ 


حالة أخرى تتمثل في حال وجود قرار تابع لقرار أخر أي أن القرار ۸ ممكن أن يكون نعم في حال 
كون القرار ,× نعم وهذه الحالة ممكن أن تمثل بالقيد: 


فإذا كان 1 = × فإن 7 يسمح له أن يكون واحد أو صفر أي نعم أو لا أما في حال كون 0= 
,× فإن 0= ,۸ , القيد (22-2) يكتب كالآقي: 


مثال (12-2): مكتب مقاولات يخطط للقيام بثلاثة مشاريع , ربح كل مشروع هو ( 3 ,2 , 1.5) مليون 
دينار على التوالي, المشروع الأول يتطلب 4 معدات إنشائية والثاني 3 معدات إنشائية والثالث 5 
معدات إنشائية, مع العلم أن المكتب هتلك 10 معدات إنشائية, ا لمطلوب تحديد أي من المشاريع 
التي يمكن للمكتب أن ينجزها بحيث يحقق أعلى ربح متوقع. 


الحل: 
ا مسألة تمثل مسألة برمجة ثنائية حيث أن القرار هو أما انجاز امشروع أو عدم انجازه لذلك 
فإن أنموذج البرمجة يكون بالصيغة الآتية: 
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Max Z = 3X + 2X, + 151 
S.T 


4, + 3, +5), > 0 
X <1 
1 > 1 

2 > 1 


5 : 4 5 4 > 0 and integer 


حيث أن: 
: المشروع الأول 

1 امشروع الثاني 

926 ا مشروع الثالث 

الحل الأمثل ممسألة البرمجة موضح بالجدول (19-2) والذي بمثل الحل بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد 
العدد الصحيح: 


) 19-2 الجدول(‎ 
1.5 0 
B.V. 


2/5 


Z = 60 


© 65:52 جر o‏ 5 5 دت “م 


o 


© © © 


o jS jo 
o 


0 1 
4/5 3/5 


-5 -0 


1 1 


3 4 


1 


هت .© 


0 
0 
0 
15 0 


1 


بم 
SS 1S. E o © © ©‏ 


0 
0 0 
0 -/5 


0 -0 
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ها أن قيمة أحد المتغيرات الأساسية هي قيمة غير صحيحة ,× لذلك نستخدم أسلوب الاختبارين 
للحصول على الحل الأمثل بلسألة البرمجة الصحيحة (1.1.۲) وكالآق: 
الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح هو: 
2-5 ; 3/5عب/ X=1 ,K=1,‏ 

قيم أسعار الظل هي: 

¥0 , 11/10 حرا , 5/و حرا , 3/10 حلا 
وهذا يدل على أن القيود الثلاث الأولى للأنموذج هي القيود المؤثرة: 
المرحلة الأولى: ما إن قيمة المتغيرين الأول والثاني عبارة عن أعداد صحيحة لذلك يأخذ ,1 قيمة تمثل 
اكبر عدد صحيح اقل من القيمة غير الصحيحة له مع ثبات قيم 7 ,۸ : 


X= 0 ; Z,=5 


نختبر تحقق القيود ا مؤثرة في الانموذج: 
3- = (3/5-)5+(3)0+(4)0 2 -1 
0= (1)0 -2 
0= (100 3 


ها أن القيم اصغر أو تساوي الصفر فهذا يعني تحقق القيود ونختار القيد الأول لحساب قيم ,0 : 
a)‏ ˆ 7و د ررة -ؤية در > ريه ديية) = 0 
O, =(Cy,C,- Cy C,- Cp C,- C,)‏ 
(0.5-, 1.5-,7 <1 ,ربل <2) = 


هذا يعني أن حل المرحلة الأولى هثل الحل الأمثل أي: 


مثال (13-2): أوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الثنائية المعرفة بالمثال (12-2) مع اعتبار أن مكتب 
ا مقاولات يخطط للقيام مشروع واحد فقط من بين المشاريع الثلاثة. 


234 


wetness namen eee ee Introduction to Operation Research‏ البرمجة الخطية الصحيحة 


أنموذج البرمجة الثنائية يصبح بالصيغة الآتية: 
Max 2 - 31 +2X, + 1.51)‏ 
S.T‏ 
4X + 3K, +5۸, < 0‏ 
X + 1 + 1 =1‏ 
X,L,X >0 and integer‏ 


3 27 3 


بعد إضافة المتغيرات الوهمية والاصطناعية إلى الأموذج يتم التوصل إلى الحل الأمثل والموضح 
بالجدول (20-2 ): 


) 20-2 الجدول(‎ 
0 4 3 5 1 0 10 
4 
M 7 1 1 1 0 1 1 
6 3+M 2+M 1.5+M 0 0 Z=-M 
0 17 0 1 1 1 6 
4 
3 7 1 1 1 0 1 
1 
6 0 3 3 0 2-3 


ود ا دالا 


مثال (14-2): أوجد الحل الأمثل بلسألة البرمجة الثنائية المعرفة بالمثال (12-2) مع اعتبار أن انجاز 
ا مشروع الأول يجب أن يرافقه انجاز المشروع الثالث أيضا. 
الحل: 

أنموذج البرمجة الثنائية يصبح بالصيغة الآتية: 


Max 27 - 31 +2X, + 1.51) 
S.T 
4) + 3+ 5, > 0 
X - ۸ > 0 


1 


£ > 0 and integer 


البرمجة الخطية الصحيحة 2 2 2 2 2 2 72 2 2 2 2 1[ 2 ز 2ز 2 HO OPE RESERV‏ ا 10 


مع العلم أن الصيغة الأصلية للأموذج تتطلب إضافة قيدين 17,>1 و 1> ,7. 


بعد إضافة المتغيرات الوهمية والاصطناعية إلى الأنموذج يتم التوصل إلى الحل الأمثل بدون الأخذ بنظر 
الاعتبار قيد العدد الصحيح والموضح بالجدول(21-2): 


) 21-2 الجدول(‎ 
C; 3 2 L9 0 0 0 
C b 
a 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 4 5 6 
0 X 4 3 5 1 0 0 10 
4 
0 76 1 0 1 0 11 0 0 
0 X 0 1 0 0 0 1 1 
6 
C 3 2 19 0 0 0 70 
0 6 0 3 9 1 -4 0 10 
4 
3 X 1 0 1 0 1 0 0 
1 
0 X 0 17 0 0 0 1 1 
6 
CG 0 2 4.5 0 3 0 27-0 
15 "6 0 1/3 1 1/9 4/9 0 10/9 
3 
3 X 0 1/3 0 1/9 5/9 0 10/9 
1 
0 08 0 1 0 0 0 1 07 
6 
C 0 1/2 0 1/2 1 0 PAN 
1.5 76 0 0 1 1/9 4/9 1/3 79 
3 
3 76 1 0 0 1/9 5/9 1/3 7/9 
1 
2 08 0 1 0 0 0 1 1 
2 
(0 0 0 0 -1/2 -1 -1/2 2-12 


ها أن قيم المتغيرات الأساسية هي قيم غير صحيحة لذلك نستخدم أسلوب الاختبارين للتوصل إلى 
الحل الأمثل للسألة البرمجة الصحيحة (1.1.۲) وكالآق: 


الحل الأمثل للمسألة بدون الأخذ بنظر الاعتبار قيد العدد الصحيح هو: 
1 
9 ف 7-79 ,1ح 2-79 
قيم أسعار الظل هي: 
2 1 در 
وهذا يدل على أن جميع قيود الأنموذج هي قيود مؤثرة: 
المرحلة الأولى: نختارX×‏ 


1 , 1/2 دلا 
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1 1 
حت و کوک ےو 
2 2 
8 فته مھ ا القيود: 
3- = (7/9-)5+(3)0+(4)2/9 2 -1 


1 - (1)7/9 - (1)0/9 -2 
5 (100 
ال مرحلة الثانية: 
X=0 , =1, =1 2= 5‏ 
1 3 
2 --3--0-2-2-5و2 
2 


نختبر تحقق القيود: 
2 = (5)2/9+(3(0+)4-7/9 .1 
1- = (10/9- )107/9 .2 
0= (1)0 .3 


ما أن القيم اصغر أو تساوي الصفر فهذا يعني تحقق القيود ونختار القيد الأول لحساب قيم ,0 : 
ED‏ 
ركو انيار مك 0 
(0.5-, 1.5- ,و7 >1) - 
هذا يعني الانتقال إلى ا مرحلة الثالثة بزيادة قيمة المتغير ,× ونقصان قيمة المتغير ر وحدة واحدة. 
المرحلة الثالثة: 


نختبر تحقق القيود: 
1- = (5)2/9+(1-)3+(4)2/9 2 .1 
0= (1)2/9- )10/9 .2 
اث (1-(1 .3 


(رية حيرة ديرة ¬ ,4( = 0 
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في هذه الحالة الزيادة والنقصان في قيم المتغيرات يجب أن تحقق القيدين سوية لذلك فإن (ريه -, 
) هو فقط الذي يحقق القيدين وها أن المسالة هي مسالة برمجة ثنائية لذلك لامكن زيادة قيمة 
المتغير ,× لتصبح ۲ وعليه فإن حل المرحلة الثالثة هثل الحل الأمثل. 


2-1 , =0, 7-1 : 2-45 


1 


a, 


The Additive Algorithm أسلوب الإضافة‎ :1-4-2 


يستخدم هذا الأسلوب لحل مسائل البرمجة الثنائية ويشترط هذا الأسلوب أن يكون جدول 
السمبلكس الأولي هثل حل غير ممكن للأموذج الأولي وحل ممكن للأموذج المقابل حيث أن قيم 
المتغيرات الوهمية تكون سالبة وكذلك فإن إشارة القيود يجب أن تكون من النوع اصغر أو يساوي , 
نفترض مسألة البرمجة الآتية 


27 DE Min 
51 
١ S.T 
e + ¥; =b, i =1,2,......,m 


j= 


X;=0 01 Tee n 
X4 >0 i1 =1,2,......m 


حيث ,,,7 تمثل المتغيرات الوهمية ولتحقيق شرط إمكانية الحل للأنموذج ال مقابل فإن معاملات دالة 
الهدف يجب أن تكون اكبر أو تساوي صفر وف حالة وجود معاملات سالبة يتم إجراء التحويل الآقٍ: 


حيث ,7 هي المتغيرات الأصلية للأموذج. 

الفكرة الأساسية لهذا الأملوب تستند على البدء بقيم صفرية لكل المتغيرات وهذا منطقي لأن0 < © 
ولذلك فإن الحل سوف يكون حلا غير ممكنا لأن قيم المتغيرات الوهمية سوف تكون سالبة وعلى هذا الأساس 
يجب تحويل قيم بعض المتغيرات من الصفر إلى الواحد للحصول على الحل الممكن (0 < ,,,1) أن عملية الوصول 
إلى الحل الأمثل يتم من خلال 


238 


a Introduction to Operation Research‏ 1ذ1ذ11111111111111011101010101101010010101000001010011011010106101010001001010101010101010101 البرمجة الخطية الصحيحة 


تكوين عدة حلول جزئية ( 5010802 ۴۲٤۵1‏ ) وکل حل جز يشترط أن يكون واحد أو أكثر من المتغيرات 
عبارة عن متغير ثابت( bleۆVaria Fixed‏ ( أي محدد بقيمة أما صفر أو واحد وللسهولة يتم التعبير عن الحلول 
الجزئية كالآني: 
نفترض ,[ شل الحل الجز ل: من النقاط ( أو المراحل ) بحيث: 
[# هثل 1- 1 
ز- يمثل 1-0 
الحلول الجزئية تستخدم لتعريف النقاط الناتجة من أسلوب التفريع والتحديد فلو افترضنا الشكل 
الآتق: 


Ls 


فإن الحلول الجزئية تتمثل كالآني: 


كل حل جزئي يدعى مفهوم Fathomed‏ ف حال تحقق احد الشرطين: 
1. لا يقود إلى قيمة أفضل لدالة الهدف 
أن اختيار المتغير الداخل يخضع لعدة اختبارات هي: 
الاختبار الأول: لكل متغير حر ( X, ) free variable‏ , أي متغير غير محدد بقيمة إذا 0< ,2 لكل 1 
المناظرة ل 0 > ,× فإن 1 سوف لا يطور الحل غير الممكن للمسألة لذلك يستبعد. 
الاختبار الثاني: لأي متغير حر ,× إذا: 
C,+Z' > 7‏ 


حيث أن: 
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'7 : قيمة دالة الهدف للمرحلة 6 
7 : الحد الأعلى لدالة الهدف لأي حل ممكن. 
فإن ,× سوف لا يطور الحل لذلك يستبعد. 
الاختبار الثالث: نفترض القيد الآن: 
aE FA + ak +X, = b,‏ 


لكل 0 > ۸ نفترض N,‏ تمثل مجموعة ال متغرات الحرة غير المستبعدة بوساطة الاختبار الأول 
والثاني , في حال تحقق الشرط الآن: 


بل / 4 3 


jeN, 
فأن ال مجموعة ,× سوف لا تقود إلى حل ممكن وعلى هذا الأساس فإن ,[ هى 64دروطاه.‎ 
الاختبار الرابع: إذا © ۶ ,× فإن اختيار المتغير ,۸ من مجموعة متغيرات ,× يستند إلى القاعدة‎ 
الآتىة:‎ 


vf, = Max 0 ١ 


jeNt 


Mino, e)‏ > بن 


إذا 0= * فإن 1= X,‏ و أن ,[ سوف تطور الحل الممكن و ,,[ تعرف بوساطة ,[ مع تخصيص (1) 
على الجانب الأيمن وتكون 4ء صهطاه؟ . 
وغير ذلك يتم تطبيق الاختبارات السابقة على ,..[ ونستمر إلى أن تكون كل عناصر الحل الجزئي 
fathomed partial solution‏ سالبة. 
مثال (15-2): اوجد الحل الأمثل للمسألة الآتية: 
Max X= 3X, + 20, - 5K, - 2K + 3K,‏ 
S.T‏ 
2K + 1, < 4‏ جرلا + إلا + ,1 
8 < +41 ,31+ 7 
3 < ,30 ,317+ 111-61 


X= 0 1ه‎ j=1--5 
J 
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الحل: 
تحول المسألة إلى مسألة تقليل بوساطة ضرب طرفي دالة الهدف ب (1-) ومن ثم نحول معاملات دالة 
الهدف السالبة إلى موجبة وكالآقي: 


كر 


1-4 1 
5 1 
وبعد ذلك نحول إشارة القيد الثالث إلى اصغر أو يساوي وبذلك فإن أنموذج البرمجة يصبح بالصيغة 
الآتية: 


Min Z=3X +2X, + 5K, + 27+ 3K, 


S.T 
1 - ۸, + X+2X,- X, + KX = 1 
7 +3۸, - 4-3, + = 2 
11, - 6X, -3,- 34 + ۸, = -1 
X0 j=6,7,8 
X= 0 or 1 j=1--5 
الجدول (22-2) يمثل جدول السمبلكس الأولي:‎ 
) 22-2 الجدول(‎ 
2 2 5 2 3 0 
Ce BV. ارا‎ 1 1 E OE 
0 1 -1 -1 1 7 -1 1 0 0 1 
0 1 -7 0 2 -4 -3 0 1 0 -2 
0 1 1 -6 0 -3 -3 0 0 1 1 


قيم المتغيرات الوهمية هي: 
0= 7°:; لك 0 

بوساطة الاختبار الأول يتم استبعاد , وباستخدام الاختبار الثالث فإن: 
X= 7 -4-3--14> 2‏ 
X,=-6-3-3=-12 <> -1‏ 

و باستخدام الاختبار الرابع ينتج: 

=0+0+(-1-11)(=-12 

2--0+(2-0-) + 0= ول[ 

= (1-2) +0 + 0=-1 VY; 


=0+0+0+0=0 V; 
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يتضح مما تقدم أن 5 - ۸ 

المرحلة الأولى: 28 SF‏ 

(r.1, )= (1+1,-2+3,-1+3(= (2,12) 21 =3 


يتضح أن الحل هو حل ممكن وما أن 2-7-3 فإن J],‏ هى Fathomed‏ 
المرحلة الثانية: عندما 2-3 , [5-]ت 1[ 0000 


١ 22-0‏ )1-2-1( =( .1.47( 
الاختبار الأول يستبعد ,× 
الاختبار الثاني يستبعد 7 , ,7 
عند استخدام الاختبار الثالث فإن (4 , 2) = ,2 , أما الاختبار الرابع فيبين: 
Vv; = -1‏ و ت Vv‏ 
وهذا يعني إن 4= ۸ 
المرحلة الثالثة: عندما 5-3 , (5,4-)-2ي[ 
2= 2°; )12,2-(=) غير قرغي 
الاختبار الأول يستبعد ,× 
الاختباز الثاي يستبعد ,۸ ۸ :۸ 
و لذلك فإن © =,× و الذي يعين ,[ هي ۴٤1٥٣٤4‏ 
المرحلة الرابعة: عندما 75-3 , }5,4{= 
E) E‏ و يرا 
الاختبار الأول يستبعد ,× 
الاختبار الثاني يستبعد 7 , ,× 
الاختبار الثالث ( 12 = ,× وهو متروك (0عدهلمدهط4) ولذلك فإن ,[ هو 0نأتدهطة28. إذن كل عناصر 
,[ هي سالبة ولذلك يتوقف التفرع والحل الأمثل هو ,[. 
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2-4-2: البرمجة متعددة الحدود الثنائية 
Zero - One Polynomial Programming‏ 


Max 72-4) 


,4: ثابت 
ا مسألة تمثل مسألة برمجة لاخطية والتي ممكن تحويلها إلى الصيغة الخطية ومن ثم حلها بوساطة 
أساليب البرمجة الثنائية , بافتراض ,× هثل متغير ثنائي بحيث ,يز = "لكل قيمة موجبة ل إله 
فإن (25-2) تكتب بالصيغة الآتية: 


nk 
E e )26-2( 
اح‎ 
nk 
بحيث ,ل هو متغير ثنان لذلك فإن 1 من متعدد الحدود سوف‎ v=] [2 نفترض‎ 
احز‎ 


يتحول إلى 
الصيغة الخطية ,34,7 ولضمان تحقق أن 1 = ,۷ عندما كل 1 = × وغير ذلك 0 -7 فيجب إضافة 
القيدين الآتين لكل ,۲ 
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في حال کون أن 1 = × لكل قيم ز فإن القيد (27-2 ) تنتج 1 < , والقيد( 2- 28) تنتج 1 >( وهذا 
يعني ان 1 = ,۷ أما في حال كون متغير واحد على الأقل من متغيرات 7 يساوي صفر فإن: 
nk‏ 
(29-2) ھپ >y; <k‏ 


آل 
وفي هذه الحالة فإن القيد (27-2) يصبح (1- )ص ) - < ,ر والقيد (28-2) يصبح 1> ,ر ولذلك فإن 


القيمة التي تحققهما هي 0= 


مثال (16-2): حول صيغة متعددة الحدود الآتية إلى الصيغة الخطية: 


2 =A 211 + XX; Max 
S.T 


SI} +21; > 0 


X= 0 or1 دز‎ 13 


1 


الحل: 
نفترض أن: 

Y =X XX, 

Y= XX, 

Y= XX 


الصيغة الخطية للمسألة هى: 
Max Z= 4¥ +Y,‏ 


5¥,+ 2X, > 0 
X+X +X, -2 < Y, 
1/3 ) 1+ + X) < Y, 
X+X-1 <Y, 
1/2 ) 1) + ۸) > ¥, 
X + X-1 < y, 
1/2 ) 1 + ۸) < y, 


X=0 or1 ز‎ <3 


J 


3 ,1 -<ز 1 هم 0 رآ 
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مسائل 
Problems‏ 


(1-2) معمل لإنتاج المصابيح الكهربائية هتلك ثلاثة خطوط إنتاجية , كلفة إنتاج المصباح الواحد في كل خط إنتاجي 
هي ( 100 , 175 , 150 ) دينار على التوالي , الإنتاج الأسبوعي للمعمل يجب ان لا يقل عن 1500 مصباح 
وإما الإنتاج الأسبوعي لكل خط إنتاجي من المصابيح فهو لا يتجاوز ( 500 , 700 , 700 ) على التوالي 
المطلوب تكوين خطة إنتاجية لتقليل كلف الإنتاج إلى اقل ما يمكن. 

(2-2 ) شركة لنقل المسافرين خصصت مبلغ مقداره 50 مليون دينار لشراء ثلاثة أنواع من السيارات , كلفة شراء كل 
سيارة من الأنواع الثلاثة هي ( 3 , 5 ,4 ) مليون دينار على التوالي والربح الأسبوعي المتوقع من كل سيارة من 
الأنواع الثلاثة هو ( 40 , 60 , 45 ) ألف دينار على التوالي مع العلم أن الشركة يجب ان توفر ما لا يقل عن 
سيارتين من كل نوع. ما هو عدد السيارات التي يجب شراءها من كل نوع من الأنواع الثلاثة بحيث يؤدي إلى 
تعظيم الربح الأسبوعي للشركة. 

(3-2 ) اوجد الحل الأمثل للمسألة الآتية باستخدام أسلوب التفريع والتحديد 


(A) Max Z=3X +2۸, 
S.T 


2۸, +2۸, > و‎ 
3۸ + 3, > 8 
XX, 


0 and integer 


IV 


(B) Max Z=2X +3۸ 
S.T 


5/ +7۸, > 5 
400 + )1و‎ 
1 7 X۸ 


36 


۸ 


0 and integer 


IV 


)( Min Z=5X +4۸ 
S.T 


4X +2۸, < 6 
2۸ + 3,< 8 


X 5 X> 0 and integer 
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(4-2 ) اوجد الحل الأمثل للمسألة (3-2) على اعتبار أن ر فقط هو المقيد بقيد العدد الصحيح. 
(5-2 ) اوجد الحل الأمثل للمسألة (3-2) باستخدام أسلوب الاختبارين. 


(6-2 ) اوجد الحل الأمثل للمسائل الآتية باستخدام أسلوب القطع: 
(A) Max Z=3X +2X, + 3‏ 
S.T‏ 


-۸ +2, + ×, > 4 
4X, - 3۸, 

72 - 3۸+ 2X, 
XX, < 0 


2 


۸ 


3 


۸ 


and integer 


(B) Max Z=4X +6, + 2X, 
S.T 


4-4 <5 
X + 6X > 5 
5 12 + 1 + 1 > 5 
10 5 1 3 1 > 0 and integer 


(C) Max 2-2 + 1 
5.1 


10۸, + 101 > 9 
101+ 5X, > 1 


12 3 1 > 0 and integer 


(7-2 اوجد الحل الأمثل للمسألة (6-2) على اعتبار أن ,× ,× فقط مقيدة بقيد العدد الصحيح باستخدام سلوب 
البرمجة الصحيحة المختلطة. 


(8-2 ) اوجد الحل الأمثل للمسألة الآتية باستخدام أسلوب الإضافة. 
(A) Max Z=2X -X, + 5, - 3, - 4X,‏ 
S.T‏ 


3/0, - 20 - 7 7 - 51 - 4), > 6 
2 - ۸, - 27 - 41-21 > 0 


246 


wasta Sena tna Rn Introduction to Operation Research‏ البرمجة الخطية الصحيحة 


(B) Max 7 - -2X -X, + 3۸, + 2K, + 2, 
S.T 
-3/- £, + 2۸, + 2۸ > 0 
5K, + 5), - 40 + 30- 20 < 5 


(9-2 ) خصصت وزارة الصناعة والمعادن مبلغ مقداره مليار دينار لإنشاء ثلاثة أقسام إنتاجية في احد المنشآت التابعة 
لها كلفة إنشاء كل قسم هي ( 1/4 , 1/3 , 1/2 ) مليار دينار على التوالي , الربح المتوقع من كل قسم هو 2 ) 
(1 , 1 , مليون دينار أسبوعيا, المطلوب تحديد أي من الأقسام سوف يتم إنشاءها بحيث تحقق أعلى ربح 
للمنشأة حسب الحالات الآتية: 
1. المطلوب إنشاء قسم واحد فقط. 
2. إنشاء القسم الثالث يجب أن يصاحبه إنشاء القسم الأول. 
3. ممكن إنشاء القسم الثاني في حال إنشاء القسم الثالث. 
4. المطلوب إنشاء قسمين من الأقسام الثلاثة. 


(10-2 ) حول مسألة متعددة الحدود الثنائية إلى الصيغة الخطية: 


Max Z = 1و 217 + ريز رز‎ 
S.T 


+X + وبر‎ > 5 
11+214; <0 


217 


البرمجة الخطية الصحيحة نز نز نز نزنز7ج7207 27207 ز2 202 2 ز1|1|1112آآذ اا ا ا ا 20 
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الفصل الثالث 


Parametric Linear Programming 


1-3 المدخل 

3 التغيير في © 
3 التغيير في 5 
3 التغيير في ز۴ 


5-3 التغيير ف 0 وط 
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1-3: ال مدخل-< Introduction‏ 

البرمجة المعلمية (۲.۴) أو ما يطلق عليها بتحليل الحساسية المنتظم 

Systematic Sensitivity Analysis )‏ )هي توسع لتحليل الحساسية الذي يوضح تأثير التغيرات ف 
معاملات أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) في حال حدوث هذه التغيرات مرة واحدة في كل وقت أما في 
حال حدوث التغيرات بصورة مستمرة معامل أو أكثر من معاملات الأنموذج أي المعاملات تتغير كدالة 
معلمة واحدة فهذا ما يطلق عليه بالبرمجة ال معلمية (۲۶.۲) . 

الفكرة الأساسية للبرمجة المعلمية (5.5) تتلخص في إيجاد الحل الأمثل للمسالة البرمجة عندما 0 =۸ 
حيث ۸ تمثل معلمة موجبة أو سالبة غير معلومة ومن ثم استخدام شروط الحلول المثلى والحلول 
الممكنة لطريقتي السمبلكس الأولية والسمبلكس الثنائية لإيجاد المدى ل۸ والذي يبقي الحل 
امثل عندما 23-0 ولنفترض أن مدى ۸ هو (,۸ , 0 ) هذا يعني أن الحل الأمثل عندما 0 ح۸ سوف 
يبقى امثل لقيم ۸ التي لا تتجاوز ,۸ أما في حال تجاوز ۸ قيمة ,۸ فأن الحل سوف لا يصبح أمثل 
وهذا يستدعي إيجاد حل أمثل آخر . 


3-: التغيير فى معاملات دالة الهدف 0 © CHANG IN‏ 
اعتبر الأ مسألة برمجة خطية (.1.۲): 
2 3/05 ع0 ) 2-2 Min‏ 

5.1 

AX =b 

X >0 

©: متجه الكلفة 

*0: متجه التغيرات ) variation vector‏ ( 
۸ : معلمة موجبة أو سالبة غير معلومة بحيث التغير في ۸ يؤدي إلى تغير معاملات الكلفة لكل 
المتغيرات. 
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لتوضيح مفهوم التغير في © نفترض أن مصنع ما يقوم بتصنيع منتجات مختلفة وهذه ال منتجات تتطلب 
مواد أولية وبكميات مختلفة مع العلم أن كلفة المواد الأولية هي متغيرة على مر الوقت والتي تؤثر 
في تكوين خطة إنتاجية مثلى ومعرفة تأثير هذه التغيرات على الخطة الإنتاجية نفترض أن: 
*0: كمية المواد الأولية المستخدمة 
۸ : التغيرات في كلفة المواد الأولية 
وعلى هذا الأساس سوف تتوفر لعامل القرار عدة خطط إنتاجية تتناسب مع التغير في كلفة اللمواد 
الأولية من خلال إيجاد الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية (.1.۲) مع قيمة ثابتة ل ۸ والتي عادة ما 
تأخذ صفر وهذا يعني أن معاملات الكلفة النسبية ,€ سوف تكون غير سالبة: 

585 ديه ا 0 
و٥,‏ متجه الكلفة للمتغيرات الأساسية في دالة الهدف 
,2 : ز من الأعمدة المناظرة للمتغير 7 في جدول الحل الأمثل 
عندما .2 تتغير من صفر إلى قيمة موجبة أو سالبة فإن معامل الكلفة النسبية للمتغير 17 يحسب 
کالاآتي: 

C; 00 - ) دن‎ 220)07(- (C+ Cg) P, 


1 و0 - 0) )8+( P;‏ يه - 6 ) - 
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ها أن ا متجهات © , *© معلومة فأنه بالأمكان حساب ,€ , ٥‏ وعلى هذا الأساس فإن لأي قيمة 
ل ۸ فإن معاملات الكلفة النسبية تحسب وفق المعادلة ( 2-3 ) وبهذا فإن جدول السمبلكس يكون 
أمثل في حال كون قيم ,0 (0) غير سالبة . 

مثال (1-3): بافتراض أن متجه التغير في الكلفة هو ( 5- 5 ) = *© اوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة 
الخطية للمثال (17-1): 


Max Z=(20+5A)X + (25-5)JX, 


S.T 
2X +3, + ب‎ = 40 
X +2, + = 20 
3+ 1 + ۸, =0 
X> 0 j = 1,2...5 
الحل:‎ 
عندما 0 =۸ فإن جدول الحل الأمثل هو:‎ 
)1-3( الجدول‎ 
20 25 0 0 0 
6 9 b 
u 1 £ £ £ 2 
0 7 0 1 5 1/5 6 
25 1 0 1 0 3/5 1/5 6 
20 1 1 0 0 1/5 2/5 8 
6 0 0 0 -11 -3 22 0 


عندما تكون قيمة ۸ قيمة غير صفرية فإن ذلك يتطلب اضافة صف ربح نسبي جديد "© إلى جدول 


السمبلكس ليصبح بالصيغة ا معرفة بالجدول (2-3: 
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) 2-3 ( الجدول‎ 
6 5 -5 0 0 0 
ر‎ 20 25 0 
6“ 6 b 
5 Cs B 14 1 1 1 1 1 
0 0 1 1 7/5 -1/5 6 
3 
5 25 1 0 1 0 3/5 1/5 6 
2 
5 20 1 1 0 0 1/5 2/5 8 
1 
6 0 0 0 -11 23 2-0 
0 0 0 0 4 3 Z* =10 


قيم صف Cc"‏ يتم إيجادها بنفس الأسلوب الذي يتم بواسطته ايجاد ق صف € مع ادال 
المتجه ٤‏ ب © وي© ب م0) وكمثال على ذلك: 


7/5 
C, =C,-C, P, =0- [0 25 20] 3/5 30-11 = -1‏ 
01/5 
7/5 ور ا 
4 - 4) - 0= 3/5 1 :0510-5 نل SCC‏ رو 
1/5- 
الجدول ( 2-3 ) هشل الحل ال ممكن الأساسي بحيث قيمة دالة الهدف هي: 
Z*‏ 2+2 -(.2)0 
10+ 310 = 


أما معاملات الأرباح النسبية فهي: 
EAR‏ 
عندما0 =1 فإن الجدول ( 2-3 ) هثل الحل الأمثل للمسألة ويبقى كذلك لقيم أخرى ل ۸ طاما: 
C; 0 )<0 j=4,5‏ 
ولذلك فإن تحديد مدی ۸ يكون كالآق: 


A > 44‏ ج-11+42-0--(0 C,‏ 
1 <۸ جه 3-30 = A)‏ ,6 
وهذا يعني إن الجدول (2-3) يبقى أمثل لقيم ۸ المحصورة بين 1- و 11/4 أما في حال تجاوز قيمة ۸ الحد الأعلى 


لها أي 11/4 فإن معامل الربح النسبي للمتغير غير الأساسي ,× أي ) 
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( ,€ يصبح موجب ولذلك فإن الجدول ( 2-3 ) لا يمثل الحل الأمثل وعلى هذا الأماس يدخل ,× كمتغير أساسي 
و يغادر ,۸ ليصبح متغير غير أساسي وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 2-3 ) يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول ) 


:3-3 ( 
) 3-3 ( الجدول‎ 
C 5 5 0 0 0 
1 
CG 5 0 20 25 0 0 0 b 
J 
B.V 1 1 £ £ 2 
0 0 X 7/3 1 0 2/3 20 
3 
0 0 1 0 5/3 0 1 1/3 10 
4 
5 20 1 1 1/3 0 1/3 10 
1 
ع6‎ 0 55/3 0 0 -3 Z = 0 
م‎ 0 -3 0 0 3 Z* = 0 


الجدول ( 3-3 ) هثل الحل الأمثل طاما قيم 006 و MC;‏ تبقى غير موجبة أي أن لكل < ۸ 
4 فإن الحل الأمثل هو: 

2-200+501 :و 0ع# , 10= X‏ 
أما في حال كون قيمة .3 اصغر من -١‏ فإن معامل الربح النسبي للمتغير غير الأساسي ي أي (00) 
0 يصبح موجب ولذلك فإن الجدول ( 1-3 ) لا هثل الحل الأمثل ولذلك فإن ي هثل المتغير 
الداخل و ,× هشل المتغير الخارج وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 1-3 ) يصبح بالصيغة المعرفة 


:) 4-3 ( بالجدول‎ 
)4-3 ( الجدول‎ 
6 5 -5 0 0 0 
0 
6 C, 20 25 0 0 0 b 
B.V. 1 1 1 1 1 
0 0 1 1/2 1 3/2 0 10 
3 
5 25 0 1/2 1 0 12 0 10 
2 
0 0 1 5/2 0 0 1/2 1 20 
5 
ع6‎ 15/2 0 0 25/2 0 7Z =0 
Cٌ 15/2 0 0 5/2 0 Z* = -50 
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العذول 1 ف مغل الكل ان اا ك ,6 500 ر6 رامق غر فة أي أن لكل لديز 
فإن الحل الأمثل هو: 

X =0 , X= 10; 2- 250-501‏ 
مثال ( 2-3 ): بافتراض أن متجه التغير في الكلفة هو (2 1) = *© أوجد الحل الأمثل ممسألة البرمجة 
الخطية ال معرفة باممثال (23-1 ): 


Min 7-)2+2.( 1+ )3 + 27.( 1+ 211 + 1 0 


5.1 
26 1 + 27+ 1 
4= 76 عب 270+ 
3- 1 + 1 + 12 
XX XXX X,>o‏ 
الحل: 
عندما 0 =۸ فإن جدول الحل الأمثل هو: 
الجدول (5-3) 
0 0 3 2 6 
(e b‏ 
B.V. 1 1 2 2‏ 
3 0 1 1 0 6 0 
3 0 0 1 1 12 2 
2 1 0 0 0 7 0 
2-8 0 0 1 0 چ 
9 


معرفة تأثير قيم ۸ غير الصفرية على الحل الأمثل فإن الجدول في أعلاه يصبح بالصيغة المعرفة 
بالجدول ( 6-3): 
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) 6-3 ( الجدول‎ 
6 1 2 0 0 
5 : 
6 J 2 3 0 0 b 
Cs 6 
8 18 10 1 1 1 
0 0 "6 0 1 1 0 3 
3 
1 2 X 1 1 0 0 3 
1 
0 0 X 0 0 0 1 2 
4 
6 0 1 0 0 Û 
2 0 1 0 0 2-3 


الجدول ( 6-3 ) هثل الحل ال ممكن الأساسي بحيث قيمة دالة الهدف هي: 
2*2 +7-(0) 2 
6+3 = 
أما معاملات الأرباح النسبية فهي: 
4C;‏ ,01-6 ,0 
عندما0 =1 فإن الجدول ( 6-3 ) هشل الحل الأمثل للمسألة ويبقى كذلك لقيم أخرى ل ۸ طاما: 
(A) >o‏ 27 


وعلى هذا الأساس فإن: 

1- < 2 ج ۸<0 CO‏ 
وهذا يعني إن الجدول (6-3) يبقى هثل الحل الأمثل لكل قيم .3 الأكبر أو تساوي (1-) , أما في حال 
كون قيمة ۸ اصغر من (1- ) فإن معامل الربح النسبي للمتغير غير الأساسي ,× أي € (0يصبح 
سالب ولذلك فإن الجدول ( 6-3 ) سوف لا هثل الحل الأمثل وعلى هذا الأساس فإن ,× هثل المتغير 
الداخل أما المتغير الخارج فبالأماكن اختيار احد المتغيرين ,72 و( ولنفترض ,× وبتطبيق عملية 
امحور فإن الجدول ( 6-3 ) يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول ( 7-3): 
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الجدول (7-3) 
0 0 2 1 6 
5 0 0 3 2 َ 95 060 
B.V : 10 1 1 £‏ 
35 0 1 1 0 4 3 2 
0 0 1 0 1 1 2 1 
2 1 0 0 0 4 0 0 
9= 0 1 0 0 6 
A‏ 0 1- 0 0 0 
الجدول ( 7-3 ) ثل الحل الأمثل طالما قيمة ,00 (0) تبقى غير سالبة أي أن لكل 1- >۸ فإن الحل 
الأمثل هو: 
617+و-2 ;3= , X-0‏ 


1 2 


3-3: التغيير فى ظط Change in b‏ 
ثوابت الجانب الأهن في مسائل البرمجة الخطية (.1.۲) تمثل حدود الموارد المتاحة وليس ضروريا أن 
تكون الموارد مستقلة واحدة عن الأخرى ففي بعض المسائل فإن العجز في احد الموارد يكون مصحوبا 
بعجز في مورد آخر وبمستويات مختلفة مثال ذلك مصنع يعتمد على الكهرباء فإن العجز في الكهرباء 
ممكن أن يؤثر على الطلبات لكل المنتجات بدرجات مختلفة حسب احتياجها إلى الكهرباء , في هذه 
الفقرة سوف نعتبر التغيير يتم بصورة متساوية في ثوابت الجانب الأمن أي تكون دوال للعلمة واحدة 

, نفترض مسألة البرمجة المعلمية الآتية: 


Max Z= CX 
S.T 
AX = b+ A b* 
X>0 


حيث ان: 
: متجه اطوارد 
:b*‏ متجه التغيرات ( variation vector‏ ( 
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Parametric Linear Programming 


أن عملية تحديد الحلول المثلى لكل قيم ۸ من ١‏ - إلى 60 تعتمد على الآني: 
عندما 0 =2 فإن الحل الأمثل هو: 
X, = Bb‏ 
(3-3) لت 
X =0‏ 
حيث أن: 


'8: معكوس مصفوفة المتغيرات الأساسية 

وك: المتغيرات الأساسية ف الحل الأمثل 

ب: المتغيرات غير الأساسية في الحل الأمثل 

عندما .2 تكون ذات قيم غير صفرية فإن قيم المتغيرات الأساسية سوف تتغير تبعا لذلك وبالصيغة 


الآتية: 
X, = B (b+ A b*)‏ 


= Bb +A B” b* 

BARD as )4-3(‏ 
أما قيم معاملات الأرباح النسبية فأنها سوف لا تتغير ولذلك طامما 0+ 0 هو متجه غير سالب 
فإن الحل الممكن والأمثل هو: 


4 
مثال ( 3 - 3 ): بافتراض أن متجه التغيير في ال موارد هو |ى, |ءى أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة 
5 
الخطية للمثال (17-1): 
Max Z=20X, +25۸,‏ 
S.T‏ 


2X +3 ۸, + £, = 40-4۸ 
X +2۸, +, = 20+12 


3/0 + 1 + 7 =30+ 5 
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الحل: 
عندما 0 =1 فإن الجدول ( 1-3 ) هثل الحل الأمثل للمسألة , أما عندما تكون قيمة ۸ قيمة غير 
صفرية فإن الجدول ( 1-3) يصبح بالصيغة ا معرفة بالجدول (8-3): 


الجدول ( 8-3 ) 


0 1 0 0 1 7/5 1/5 6 19 

25 1 0 1 0 3/5 1/5 6 5 

20 1 1 0 0 1/5 2/5 8 0 
6 0 0 0 -11 3 2-0 2+- 25 


ق الات 8*8 درست وقق الصيغة اة 


1 1 7/5 1/5 40 1 6 
0 3/5 1/5 20 6 
0 -1/5 25 30 8 
E 1 -7/5 -/5 -4 -19 
0 3/5 -5 10 5 
0 -1/5 265 5 0 


قيم المتغيرات الأساسية في الجدول ( 8-3) هي: 
X= bı +1 bf =8‏ 


hh 3‏ و6 X=‏ 
6-11 - :18+ بق X=‏ 
بتغير قيمة ۸ فإن قيم المتغيرات الأساسية سوف تتغير تبعا لذلك والجدول ( 8-3 ) يبقى هثل الحل 
الأمثل طاما قيم المتغيرات الأساسية غير سالبة أي: 
5 - <۸ جه 0<( 6+5-ي/ 
9 >۸ ج X۸,=6-19<0‏ 
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أي أن الجدول(8-3) يبقى أمثل طاما قيم ۸ محصورة بين 6/5 - و 6/19 أي إذا كانت <۸ 
9 > 6/5 - فإن الحل الأمثل هو: 
X =8 , X= 6+57 74-6-1982: 2-310+12527‏ 


في حال كون قيمة ۸ اكبر من (6/19 ) فإن المتغير ,× يصبح سالب وباستخدام طريقة السمبلكس 


الثنائية فإن , هثل المتغير الخارج و ,× هثل المتغير الداخل وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول (8-3) 
يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول (9-3): 


)9-3( الجدول‎ 
6 | 20 | 25 0 0 0 3 3 
B.V. | 1 04 04 04 1 0 4 
1 2 2 4 5 
0 1 0 0 7 1 1/7 -7 95/7 
4 
25 1 0 1 37 0 27 60/7 -7 
2 
20 1 1 0 -7 0 3/7 50/7 19/7 
1 
6 0 0 7 0 107 7Z = 77 Z* =-7 


الحل الأمثل هو: 
170/7 - 2500/7 = 7 0 =۸ =۸ , ( 5/7و + 30/7- X=‏ , 22/7 -60/7حي/ , X= 50/7 +19/7 A‏ 


الحل يبقى أمثل طاما قيم المتغيرات الأساسية غير سالبة أي: 
9-> ۸ ج- 2<0 19/7+ 50/7 = ,۸ 
1 >۸ ج 0 < 60/7-22/7۸ =۸ 
9 <۸ 5 0< 95/7۸ + 30/7- = ,۸ 


هذا يعني طاما 1 > > 6/19 فإن الجدول ( 9-3 ) هثل الحل الأمثل , أما في حال كون قيمة ۸ 
اكبر من (30/11 ) فإن المتغير ر يصبح سالب وباستخدام طريقة السمبلكس الثنائية فإن ,7 هثل 


المتغير الخارج و2 هثل المتغير الداخل وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 9-3 ) يصبح بالصيغة 
المعرفة بالجدول (10-3): 
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)10-3 ( الجدول‎ 
20 25 0 0 0 5 ع‎ 
* 
6 7 7 
12 1 1 1 4 
0 1 0 1/2 -1/2 1 0 0 12 
4 
0 1 0 72 -3/2 0 1 30 11 
20 X 1 3/2 1/2 0 0 20 2 
1 
6 0 -5 -10 0 0 Z = 400 Z* = -40 


الحل الأمثل هو: 
X۸ =202۸ , X=1221, X, --30 +111, ۸, = ۸, =0‏ 
Z =400- 40‏ 
الجدول ( 10-3 ) يبقى أمثل طاما قيم المتغيرات الأساسية غير سالبة أي: 
0 جل 202۸><0= X۸‏ 
6< جا 72-122<0 
1 <^ > 0< 111+ 30-- ,۸ 
هذا يعني طاما 10 >۸ > 30/11 فإن الجدول ( 3- 10 ) هثل الحل الأمثل , أما في حال كون قيمة ۸ 
اكبر من ( 10 ) فإن المتغير ,× يصبح سالب وها أن صف ,7 لا يحتوي على قيمة سالبة فإن المسألة غير 
قابلة للحل عندما 10 <۸ . 


عندما تكون قيمة ۸ اصغر من 6/5- فإن المتغير ,1 يصبح سالب وباستخدام طريقة السمبلكس 


الثنائية فإن ر هثل المتغير الخارج و ,7 يث المتغير الداخل وبتطبيق عملية ال محور فإن الجدول (7- 
۸ يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول(۳-١١):‏ 
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الحل الأمثل هو: 


الجدول ( 11-3 ) يبقى 


غير قابلة للحل عندما 


الجدول ( 11-3) 
كت 0 25 20 
6 1 1 1 1 1 
00 4 3 2 1 
0 0 32 1 1- 
0- 1 3- 0 5- 0 
20 0 1 0 2 1 
Z = 0‏ 0 20 0 15- 0 


-24 1, £, =-30-25 , £ = £, - 0 


أمثل طاما قيم المتغيرات الأساسية غير سالبة أي: 


۸> 2 


X= 20+10۸ , X= 
Z -400+200 27 


ج 0< 20+10۸= ,۸ 


1>0 ج 0< 24۸-= ,۸ 


5-> > 0< 30-25-= ,۸ 
هذا يعني طاما 6/5- >۸ > 2- فإن الجدول ( 3- 11) هثل الحل الأمثل , أما في حال كون قيمة ۸ 
اصغر من (2- ) فإن المتغير ,× يصبح سالب وها أن صف × لا يحتوي على قيمة سالبة فإن المسألة 


EES 


مثال (4-3 ): بافتراض أن متجه التغيير في امموارد هو 1 5 


أوجد الحل الأمثل ملسألة البرمجة الخطية المعرفة بالمثال :)998-١(‏ 
Min 2 =2X + 31+ MX, + 211‏ 


5.1 

X +2۸, + ب‎ -6-22 
2X +2۸, ER AS A 
e Ey 


XX, XX, XX, >o 
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الحل: 
عندما 0 =1 فإن الجدول ( 5-3 ) هشل الحل الأمثل للمسألة , أما عندما تكون ۸ ذات قيمة غير 
صفرية فإن الجدول ( 5-3 ) يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول (12-3): 


)12-3( الجدول‎ 
GANE 4 O M M 2 E 
B.V. 2 b Db 
o H4 7 
ا‎ 0 1 1 0 0 -1 3 3 
2 1 1 1 0 0 0 1 3 1 
0 1 0 0 0 1 -1 2 2 3 
6 0 1 0 0 M 2-2 6 7* =2 
e 1 0 -1 -2 3 حيث ان‎ 
ا‎ 0 0 1|7 | -1 1 
0 21 2 1 3 1 
الحل الأمثل هو:‎ 


X -3+3 , 23-32 . /-2+32 . =0 ; 2-6+22 

الحل يبقى أمثل طاما قيم المتغيرات الأساسية غير سالبة أي: 
3-<2ج 0< ۸ +3= X۸‏ 
1<1 05< 3-3۸ =۸ 
3- <1 ج ۸<0 2+3= ۸ 
هذا يعني طاما 1 >۸ > 2/3- فإن الجدول ( 3- 12 ) هثل الحل الأمثل , أما في حال كون قيمة ۸ 
اكبر من ( 1 ) فإن المتغير ,۸ يصبح سالب وباستخدام طريقة السمبلكس الثنائية فإن ,۸ يمثل المتغير 
الخارج و ر يمثل الممتغير الداخل وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 12-3 ) يصبح بالصيغة المعرفة 

بالجدول (13-3): 
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C 0 -1+ M -2+ M 0 M 0 Z = 12-3M Z* = -4+3M 


الحل الأمثل هو: 
0= == ,3+31- = ين .728-33 , 6-2۸= 1 
Z = 12- 3M+(- 4 +3M) A‏ 
الحل يبقى أمثل طامما قيم المتغيرات الأساسية غير سالبة أي: 
3 ج 0< 6-2۸= ۸ 
3 > 7 ج 0< 8-37 =۸ 
۸<1 5 3+3۸<0-= ۸ 
هذا يعني طاما 8/3 > 2 > 1 فإن الجدول ( 3- 13 ) هثل الحل الأمثل , أما في حال كون قيمة ۸ 
اكبر من ( 8/3 ) فإن المتغير ,)1 يصبح سالب وباستخدام طريقة السمبلكس الثنائية فإن ,× هثل المتغير 
الخارج و ,77 هشل اللتغير الداخل وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 13-3 ) يصبح بالصيغة ا معرفة 
بالجدول (14-3): 


)14-3 ( الجدول‎ 
E 3 0 0 M M 5 - 
ات‎ Xa 1 1 7 ١ 0 0 
M X2 0 1 1 0 0 1 3 3 
2 X 1 2 1 0 0 0 6 2 
M X 0 2 2 1 1 0 8 3 
C 0 -l1+43M 2+3M MM 0 0 Z=12-11M 2+ = -4+6M 


SGN افج‎ LST SR, KELEKE 
Z = 12- 11M+(- 4 +6M) A 
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الحل يبقى أمثل طاما قيم المتغيرات الأساسية غير سالبة أي: 
1<3 0< 2-6-2012 
3 < 2 ج 0 <8131 = 2 
1<1 جل 3+3۸<0-= X۸‏ 
هذا يعني طاما 3 >.2 > 8/3 فإن الجدول ( 3- 14 ) هثل الحل الأمثل , أما في حال كون قيمة ۸ 
اكبر من (3) فإن المتغير ٨,‏ يصبح سالب و ها أن صف ,1 لا يحتوي على قيم سالبة فهذا يعني أن 
ا مسألة لا تمتلك حل ممكن عندما 3 <۸ . 
عندما تكون قيمة ۸ اصغر من ( 2/3- ) فإن ,2 يصبح سالب وباستخدام طريقة السمبلكس الثنائية 


فإن ص1 يمثل المتغير الخارج و 120 يمثل المتغير الداخل وبتطبيق عملية ال محور فإن الجدول ( 12-3 ) 
يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول (15-3): 


)15-3 ( الجدول‎ 
كس لك اله‎ O CD M 2 ا‎ 
4 0 
Cg B.V. 4 Xk 1 £ 00 X2 
0 1 0 1 1 0 0 1 3 3 
3 
2 1 1 1 0 0 0 1 3 1 
3 
M Xı 0 0 0 1 1 2 2 3 
6 0 1 0 Mڇ‎ 0 -2+3M Z = 6-2M 2+ = 2-3M 
الحل الأمثل هو:‎ 


X۸ =3-33 , X۸ =-2-33 , =, = =0‏ , 3+و- X‏ 
Z = 6- 2M+(2-3M) A‏ 
الحل يبقى أمثل طاما قيم المتغيرات الأساسية غير سالبة أي: 
3< ج 0< +ة-/ 
1[ >2 ج 0< 3-3 =۸ 
2 >3 ج 0<( 1-2-5 
هذا يعني طاما 2/3- >۸ > 3 - فإن الجدول ( 3- 15) هثل الحل الأمثل للمسألة, أما في حال كون قيمة 
۸ اصغر من ( 3-) فإن المتغير , يصبح سالب وها أن صف ,7 لا يحتوي على قيمة سالبة فهذا يعني أن 
المسألة لا تمتلك حل ممكن عندما 3 - > 1. 
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Parametric Linear Programming‏ فقوقة و ققه مه ممه ف مف ففم و ف مفو ممه ف ممه ف فهو مم موقم وقه و ققه وفقه وفقه عقف ف فم مه مه ف ممه ف فم و ففه وف ه و فق ف ممم فقة البرمجة الخطية ا معلمية 


3-: التغيير في معاملات المتغير ,۸ داخل القيود (,۶ ) طمآ Change‏ 
هذه الفقرة تتناول تأثير التغيرات في ,< الذي هثل متجه عمودي غير أساسي في الحل الأمثل , تأثير 
التغيير في ,۶ يظهر على المتغير 7 حيث أن 7 يبقى متغير غير أساسي في حال بقاء ;€ غير موجب ( 


تعظيم ) 
أي أن الحل الأمثل يبقى أمثل طاما: 


|2 : متجه التغيرات العمودي 
1 
مثال ( 3 - 5 ): بافتراض أن متجه التغيرات العمودي للمتغر × هو دوه أوجد الحل 
الأمثل بلسألة البرمجة الخطية المعرفة باممثال (23-1): 
MX + 21‏ جبالة + 21 - 2 Min‏ 
S.T‏ 

X + 2۸, + X 8 

2 + 2۸, 16 +۸ 
2+ 


2 


الحل: 

„22۸ 
P,)2-۸ 
1 +2۸ 


عندما 0 = ۸ فإن الجدول ( 3- 5 ) هثل الحل الأمثل ويبقى أمثل طاما: 
=C,-C,B" P < 0‏ 6 
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1 0 -1 2+1 
0 0 1 
-3-)0 2 0( 
0 -1 2 1+22 
2+ 
=-3-)0 0 2( 2-7 -3-2)1+237(-1-42 
1+22 


14 > 0-52 <> 1-4۸ 
أي أن الجدول ( 5-3 ) هو أمثل لكل 1/4 > ۸ , أما في حال كون قيمة ۸^ اكبر من (1/4) فإن المتغير 
,۸ هشل المتغير الداخل وبالإمكان اختيار احد المتغيرين ,× أو ,× كمتغير خارج . 


3 التغيير فى :© و ط ف آن واحد Change In C and ١‏ 
في هذه الفقرة سوف نتناول تأثير التغير المشترك لكل من © و ط (معاملات دالة الهدف والجانب 
الأهن) وبتطبيق ما ورد في الفقرتين (2-3)و(3-3) كل على حدة نحصل على قيم ۸ التي تحافظ على 
أمثلية الحل, وبافتراض: 

,2 معلمة التغير ف C‏ 

5 معلمة التغير في‎ A 

,1 , ,لآ : الحد الأدنى والأعلى لقيم ,^ على التوالي . 

,1 , ا : الحد الأدنى والأعلى لقيم ^ على التوالي . 

فإن حدود ۸ هي ا >2 > ا بحيث أن: 
(يآ , L= Max (L,‏ 
U= Min (U, ,U,)‏ 


4 3 7 1 
مثال ( 6-3 ): بافتراض متجهى التغيير (5- 5)-*© و E‏ = *ط أوجد الحل الأمثل ممسألة 
البرمجة الخطية(.1.۴) ال معرفة بامثال (17-1 ): 
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Max Z=(20+5A)X,+ (25-5۸) X 


S.T 
2X + 3۸, + ب‎ = 40-4 2 
= 30+5 4 X + 2X, + 1 = 20+17 
3 + ۸, + ۸, 


X >o كي سس ,1 = ز‎ 
J 


الحل: 
عندما 0 =1 =۸ فإن جدول الحل الأمثل هو الجدول ( 3- 1 ) , من المثال (1-3 ) قيم ,۸ التي تحقق 
شروط الأمثلية هي 11/4 > ,۸ > 1- ومن امثال (2-3 ) قيم .3 التي تحقق شروط الحل الممكن 
هی 6/19 >۸ > 6/5 - وعلى هذا الأساس فإن حدود ۸ هى: 
6/19 <1 > 1- 
عندما تكون قيمة ۸ اكبر من (6/19 ) فإن 7 يصبح سالب ولذلك فإن الحل يصبح غير ممكن 
وباستخدام طريقة السمبلكس الثنائية فإن ,× بمثل المتغير الخارج و ,1 هثل المتغير الداخل ولذلك فإن 
الجدول ( 3- 9 ) يمثل الحل الممكن وحدود ي۸ هى: 30/11 > ,2 > 6/19 ولتحقيق شروط الأمثلية 
للجدول (9-3) فإن : 
( 2 و0 - ؤ0 ) C, A)= 0, +A,‏ 
7- 


3/7 } 
-7 


= -55/7 + A, ) 0 +20/7( = - 55/7 +20/7 بب1‎ 


(5 5- 0) - ون« + 55/7- = 


C, (A)<sS0 3 A, < 1/4 
CEC UCT م‎ 
1/7 
= -10/7 + A, 0 - 5 -5 5( 77 
37 
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البرمجة الخطية المعلمية Sevase‏ 2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز 1 ذا ذا 


= -10/7+ ^, ) 0 - 25/7( = -10/7 -25/7 1 


6 A) > 0 1,< -5 

وعلى هذا الأساس فإن حدود ,۸ التي تبقي الجدول ( 9-3) أمثل هي 11/4 > ,۸ > 2/5 - ولذلك 
فإن 30/11 >۸ > 6/19 والتي تحقق شروط الحل الممكن والأمثل سوية للجدول ( 9-3) , أما في 
حال كون قيمة .7 اكبر من ( 30/11) فإن ,1 يصبح سالب ولذلك فإن الجدول ( 3- 9) لا هثل حلا 
ممكنا للمسألة وعليه نستخدم طريقة السمبلكس الثنائية حيث ," يمثل المتغير الخارج و ي۸ مثل 
المتغير الداخل وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 10-3 ) يمثل الحل الممكن للمسألة بحيث أن 

0 ك۸ > 30/11 ولتحقيق شروط الأمثلية فإن : 

( ل و0 - و0 ) ,1+ CA) - C,‏ 
12 


= -5 + 1 5 - )0 5 0( J 


= -5 + كار‎ -15/2( = -5 - 25/2 ^, 
C, A) >50 > ۸,< -0 

C; AM)= C; + A, (C;- ون‎ PF, ( 
--10+ ۸, 0 - 0ع‎ 0 5( -1/2 

1 32 

1/2 

= -10+ ^, )0 - 5/2 = -10-5/2 

CA) <0 ج‎ ۸< 4 


1 


هذا يعني طاما © > ,۸ > 1/10- فإن الجدول (3- 10) هشل الحل الأمثل, ولذلك فإن 10 >۸ 
> 30/11 تحقق شرطي الحل الممكن والأمثل للجدول 10-3 ) 
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(, أما في حال كون قيمة ۸ اكبر من (10) فإن ,7 يصبح سالب و ما أن صف ۸ لا يحتوي على قيمة 
سالبة فإن المسألة لاتمتلك حل ممكن عندما 10 <۸ . 

في حال كون قيمة ۸ اصغر من (1-) فإن معامل الربح النسبي للمتغير غير أساسي ,× أي 
و (.0)يصبح موجب أي أن الجدول ( 1-3 ) لا يحقق شروط الأمثلية ولذلك فإن ,1 بمثل المتغير 
الداخل و ,× هثل المتغير الخارج وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 4-3 ) هثل الحل الأمثل بحيث 
1- >2 ولتحقيق شروط الحل ال ممكن للجدول ( 4-3 ) نتبع الآتي: 


ا ES‏ عات 
0 27 كارت ره »ن 
20 30 


0 -12 1 


n 1 -3/2 0 -4 -19 
bE SBD 0 12 0 10 - | 5 
0 -12 1 5 0 


10-19 A, <0 ج‎ ^۸ > 9 
10+45 A, <0 ج‎ ۸, < 2 


هذا يعنى طاما 10/19 >۸ > 2- فإن الجدول (4-3) يحقق شروط الحل الممكن وعليه فإن 

1- >۸ > 2- تحقق شرطي الحل الأمثل وا ممكن للجدول (4-3 ) , أما في حال كون قيمة ۸ اصغر 
من ( 2- ) فإن المتغير ,1 يصبح سالب وها أن صف ,× لايحتوي على قيمة سالبة لذلك فإن المسألة 
لاتمتلك حل ممكن عندما 2 - >۸ .الجدول ( 16-3 ) هثل خلاصة الحلول ال مثلى للمسألة لقيم ۸ 
المختلفة 


271 


البرمجة الخطية المعلمية 


Sasa nas‏ ز2ز2ز ز ز ز ز ز ز  [‏ ز ز ز زذزذ ذذ م ا 


الجدول ( 16-3) 


21 X 2 
2> -2 كه عدم وجود حل ممكن‎ 
-2 >> -1 X =0 , دب‎ 10+59 -25 (2+ 75 22+ 0 
-1 > 8> 9 X =8 , "<6 +5 - 25 12+ 135 1/+ 0 
E e O ۸, = (50/7) + (19/7) 1 X= (205/7) A? -(220/7) A +2500/7 
(60/7) -) 22/7) 7 
2# o X - 20-23 , =0 -1022 +607. + 0 
10<A ا عدم وجود حل ممكن‎ 


١ 1 -2‏ : 
مثال ( 7-3 ): بافتراض متجهي التغيير (2 1)- ”0 ,)| ]1 b*=|‏ أوجد الحل الأمثل مسألة الرمجة 


1 :) 23-1( الخطية(.1..2) ال معرفة بالمثال‎ 
Min Z= (2+۸ )X,+ (3+2۸) 1+ MX, MX, 
S.T 
X + 2X, + ب‎ = 6-21 
2% +2, + =4 
X + 1 + 1 a 
ULL 


الحل: 
عندما 0 =۸ =۸ فإن الجدول ( 3- 5 ) هثل الحل الأمثل , من المثال (2-3 ) قيمة ,۸ التى تحقق 
شروط الأمثلية هى 1- < 9 , من المثال ( 4-3 ) قيمة ,۸ التى تحقق شروط الحل الممكن هى“ 
1< > 2/3 وعلى هذا الأساس فإن حدود 2 00 : 

1> > مم ` 
عندما تكون قيمة .۸ اكبر من (1 ) فإن ,7 يصبح سالب ولذلك فإن الحل يصبح غير ممكن وباستخدام 
طريقة السمبلكس الثنائية فإن ,۸ هشل المتغير الخارج و ,£ يمثل المتغير الداخل وبتطبيق عملية ا محور 
فإن الجدول ( 3- 13 ) هثل الحل الممكن للمسألة ولتحقيق شروط الأمثلية للجدول (13-3) فإن : 
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6 02 O OCS E 


= (1+ M+, (2 - 0 1 0[ 8 


= (-1+M)+ -2)بة‎ 22 - - 1+ 


CECE SEES 


= (-2 + M )+ A, 0 ]0 1 60[ 1 


= (2+ M) - A, 
C0) > جم‎ < -2+M 


CODES Ce 1062 
4 4 3 31 


0 
= M+ A, أ‎ 0-)01060( 8 


= M 
وعلى هذا الأساس فإن حدود ,۸ التي موجبها يكون الجدول ( 13-3 ) امثل هي ]3 + 2- > ,۸ و ها‎ 
أن حدود ,4 هي 3 >۸ > 1 لذلك فإن 8/3 >۸ > 1 تحقق شرطي الحل الممكن والأمثل‎ 
للجدول ( 13-3 ) , أما في حال كون قيمة۸ اكبر من ( 8/3 ) فإن ,1 يصبح سالب وباستخدام طريقة‎ 
) السمبلكس الثنائية فإن ,)1 هثل المتغير الخارج و يمثل المتغير الداخل وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول‎ 
هثل الحل الممكن بحيث 3 >۸ > 8/3 ولتحقيق شروط الأمثلية للجدول (14-3) فإن:‎ 14-3( 
CA) = 0, + A, ) و0‎ - C$ PB) 


0 ( 2-610[ الاجرعضصين- 
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2يي7ي7_--ج-ج-ج20202020-2 2 2ز 2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز 2ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز 2 1 1 1 1 ذا ا نا 


= (-1+3M ) + A, (2-2) = - 1+ 


C, û)J= 6, +, (Cj - CFP, ) 


-c2+3M)+ A, [0 - 0 1 of 8 J) 


= (2+ 3M) - A, 
C, (J> 03 A, < - 2 + 
ER DERE GOT 


)| )01°( ننس 


= M 5 

وعلى هذا الأساس فإن حدود ,۸ التي 00 يكون الجدول ( 14-3 ) امثل هي 331+ 2- >2 و 
لذلك فإن 3 >۸ > 8/3 تحقق شرطي الحل الممكن والأمثل للجدول ( 14-3 ) , أما في حال كون 
قيمة ۸ اكبر من ( 3) فإن ,× يصبح سالب وها أن صف ,72 لايحتوي على قيمة سالبة لذلك فإن المسألة 
لاتمتلك حل ممكن عندما ۸<3. 

عندما قيمة1 اصغر من ( 2/3- ) فإن ,1 يصبح سالب وباستخدام طريقة السمبلكس الثنائية فإن ,× 
هثل المتغير الخارج و ,¥ هثل المتغير الداخل وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 3- 15 ) هثل الحل 
الممكن للمسألة بحيث 2/3- > ,9 > 3- ولتحقيق شروط الأمثلية للجدول (15-3) فإن : 


CME ا‎ 


ا ل عي 


=1+ 2 
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6 تي‎ TREES PS 


0 
0 اه د مله فعس 
1 


= M 


أما قيمة 000 فهي قيمة كبيرة جدا لأن ,7 متغير اصطناعي وعلى هذا الأساس فإن حدود ,۸ 
التى موجبها يكون الجدول ( 15-3 ) امثل هى 1- < ,۸^ و لذلك فإن 2/3- >۸ > 1- تحقق شرطى 
الحل الممكن والأمثل للجدول ( 15-3) , أما في حال كون قيمة .4 اصغر من (1) فإن معامل الربح 
النسبي للمتغير ,× يصبح سالب أي أن شروط الأمثلية لا تتحقق لذلك فإن ,× هثل المتغير الداخل أما 
المتغير الخارج فيتم معرفته بعد الحصول على عمود ( ١‏ ) من الجدول ( 15-3 ) وذلك بافتراض أي قيمة 
ل.28 اصغر من (1-) وتعويضها في المعادلة: 5 

b= b+ A b* 


وعلى هذا الأساس فإن ,1 هثل المتغير الخارج وبتطبيق عملية المحور فإن الجدول ( 15-3 ) يصبح 
بالصيغة المعرفة بالجدول ( 17-3): 


)17-3( الجدول‎ 
2 1 2 0 0 0 0 
0 7 2 3 0 0 M 5 
© Cs - - 6 0 
1 
B.V. X 1 1 1 Xı X2 
0 0 1 1 0 1 0 0 2 0 4 
3 
2 3 1 1 1 0 0 0 1 3 1 
2 
0 M 6 0 0 0 1 1 2 2 3 
1 
6 -1 0 0 M 0 -3 + 3M 
6 -1 0 0 0 0 2 
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الجدول (17-3 ) هثل الحل الأمثل طاما قيمة 1.4 -ز 0 <( ,٣ب‏ أي أن: 
1- >۸ 0< 1-13 د ريه ,© 


C,A4)=M 
. ۸, > - 1 هذا يعنى أن الجدول ( 3- 17 ) هثل الحل الأمثل طاطا‎ 
27 أن الجدول ( 17-3) يمثل حلا ممكنا طاما 0< ۸ *ط + ط أي أن:‎ 
0-4, <0 ج‎ >0 
3+۸ <0 ج‎ 2, < 3 
2+3 <0 ج‎ 2> -3 


هذا يعني أن الجدول (3- 17) هثل حلا ممكنا طالما 3 /2- > ,^ > 3- ولذلك فإن 1- >۸ > 3- 
تحقق شرطي الحل الممكن والأمثل للجدول ( 17-3 ) , أما في حال كون قيمة ۸ اصغر من ( 3) فإن ,× 


2 


يصبح سالب وها أن صف ,7 لايحتوي على قيمة سالبة لذلك فإن المسألة لاتمتلك حل ممكن عندما ۸ 
2-3 
الجدول ( 18-3 ) هثل خلاصة الحلول المثلى للمسألة لقيم ۸ المختلفة: 
الجدول ( 18-3) 
2 1 2 
- عدم وجود حل ممكن 3->.2 
XK =0 = 3+ 1. =-41 227+91 +9‏ 
2 تاك 1- “<< 3 
X= 2-31 , =0 -2M - 3M A‏ 
(5-3M)A‏ + 2 3= ,0= , 3+3- 12 
يت 3- >> 1 
X= 2-3 1 - 2 1+ 6‏ 
X=‏ =( 
<A <1 E . 7+5+6‏ 2/3- 
X =0, =0‏ 
X = 6-2 , =0, = 8-1 202 + ) 2+ 3M)‏ 
a‏ ف 3 < <Ã‏ 1 
O - 3M + 12‏ 
X =6-2% ,=0, 2 + (2+ 6M) A‏ 
KS E - 11 M+ 12‏ 3 <> 8/3 
- عدم وجود حل ممكن ۸>3 
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مسائل 


Problems 
تنتج شركة ثلاثة أنواع من المنتجات وكل منتج يحتاج إلى نوعين من ال مواد الأولية , متطلبات كل‎ :) 1-3 ( 


منتج من النوع الأول من المواد الأولية هي ( 2 , 3 , 2 ) على التوالي ومن النوع الثاني ( 4,3 ,4) على 
التوالي , ربح كل منتج هو ( 4 , 5 , 4 ) ألف دينار على التوالي مع العلم أن أرباح المنتوجات هي متغيرة 
على مر الوقت بحيث أن متجه التغيرات هو ( 1 , 1- , 2 ) ألف دينار على التوالى , أوجد الحل الأمثل 
للمسألة الذي يؤدي إلى تعظيم ربح الشركة مع العلم أن ما متوفر من المواد الأولية هو ( 34 , 44 ) على 
التوالى . 


( 2-3 ): أوجد الحل الامثل للمسألة ( 1-3 ) على افتراض ثبات أرباح المنتجات وأن المتوفر من اللمواد الأولية هو متغير 


0 ش 
ت 
5- 


( 3-3 ) : أوجد الحل الأمثل للمسألة ( 1-3 ) على افتراض أن ما متوفر من ال مواد الأولية هو متغير وغير ثابت و أن 
متجه التغيرات هو 


( 4-3 ) : ممسألة البرمجة الخطية (.2..] ) الآتية: 
3 +ي/ 2 +,/ 5 - 7 Max‏ 

S.T 

X +5۸, + 2۸, =0 
X- 5, - 6X, < 40 


1 


XXX, < 0‏ 
1 . اوجد الحل الأمثل للمسألة 
2 . على افتراض أن معاملات دالة الهدف للمتغيرات 7 ,10,7 هي (3+2)] 
[(2 - 5 ) , ( 2 2+2 ) أوجد قيم ۸ التي تحافظ على أمثلية الحل في ( 1 ) مع العلم أن ./ معلمة غير 


سالبة . 
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( 5-3 ) : للمسألة ( 4-3 ) أوجد الحل الأمثل للحالات الآتية: 


2ك 
2 | 
( 6-3 ): للمسألة ( 4-3 ) أوجد الحل الأمثل بوجود متجه التغيرات في الموارد 


2 . متجه التغيرات هو: ;7 / 


( 7-3 ) : ممسألة البرمجة الخطية (.2..]آ ) الآتية: 


Max 7 - 3/+ 2 +ي/‎ 5 7 
S.T 


X + 2X + 7 <40 

3 

3 + 41 > 40 
XXX, < 0 


+ 2۸, > 0 


1 


1. اوجد الحل الأمثل للمسألة 
2 . أوجد الحل الأمثل للمسألة للحالات الآتية: 


(A) Z=(3+3۸)X +2۸, + (5-6۸), 
(b) Z=(3 -2۸)X + (2+ ^), + (5+22), 
(CO) Z=(3+ 1207 +)2+27(12+ (5-2), 


( 8-3 ): للمسألة ( 7-3 ) أوجد الحل الأمثل في حال كون قيمة متجه الموارد هي: 


40-1 
b= 60+22 

( 9-3 ) : للمسألة ( 7-3 ) أوجد الحل الأمثل عندما : 7- 30 
1+2 3 
2 عن 

1+32 


( 10-3 ): أوجد الحل الأمثل للمسألتين ( 7-3 ) و (8-3) عندما التغيرات الواردة ف المسألتين تحدث بصورة مشتركة . 
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الفصل الرابع 


Transportation Problem 


٠-4‏ المدخل 

۲-٤‏ تكوين أنموذج النقل 

١-٤‏ صياغة أنموذج مبرمجة خطية 

٤-٤‏ مسائل تطبيقية 
١-٤-٤‏ مسألة توزيع الإنتاج 
٠-٤-٤‏ مسألة اطباني 
۳-٤-٤‏ مسألة السيارات 

ع-0 إيجاد الحل الأول 
١-١-٤‏ طريقة الركن الشمالي الغربي 
۲-۵-٤‏ طريقة اقل الكلف ٠‏ 
۲-١-٤‏ طريقة قوجل التقريبية 
4-0-6 طريقة روسيل التقريبية 
0-0-٤‏ طريقة المجاميع 

1-٤‏ إيجاد الحل الأمثل 
١٠-٠-٤‏ طريقة المسار المتعرج 
٠-٠-٤‏ طريقة المسار المعدل 

۷-٤‏ حل مسألة النقل غير المتوازنة 


۸-٤‏ مسألة التعظيم 
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٩-٤‏ مسألة الوقت 
٠١-٤‏ الطرق الممنوعة 
٠١-٤‏ الأنموذج المقابل ومسألة النقل 
٠-١-٤‏ الصيغة الرياضية للأنموذج ال مقابل 
۲-۱-٤‏ تفسير الأنموذج المقابل 
۱٣-٤‏ جدولة الإنتاج وسعة الخزن 
ع-١‏ مسألة التخصيص 
١٠-٠١-٤‏ الصيغة الرياضية للمسألة 
غ-7-17 طرائق حل مسألة التخصيص 
ع-1-7-11 طريقة هانكرين 
۲-۲-۱۳-٤‏ طرائق مسائل النقل 
١-٠۳-٤‏ مسألة التخصيص غير ال ممكن 
٤-١-٤‏ مسألة عدم تساوي الصفوف والأعمدة 
0-١-٤‏ مسألة تخصيص العمل 
٠٤-٤‏ أنموذج الشحن 
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€-1 : ا مدخل Introduction‏ 

تعتبر مسألة النقل إحدى تطبيقات البرمجة الخطية (.1..2) الهامة حيث ث أنها تهتم بتوزيع الوحدات أو المنتجات 
من عدة ¿ مصادر للعرض (معامل,موانئ ,مراكز تسويقية ) إلى عدة ؛ مواقع للطلب( (مراكز استهلاكية) بأقل كلفة 
ممكنة أو بأعلى ربح أو بأقل وقت, فبافتراض وجود منج معين في عدة مصادر للعرض (مخازن ) والمطلوب توزيع 
هذا المنتج على عدة مواقع للطلب (مراكز استهلاكية ) بحيث أن الكميات في المخازن من المنتوج معلومة وكذلك 
الكميات التي تتطلبها المراكز الاستهلاكية , هكذا نوع من المسائل يصار إلى تكوين أموذج نقل للتوصل إلى 
التوزيع الأمثل للمنتوج من كل مخزن إلى كل مركز استهلاي بحيث يحقق أقل كلفة ممكنة للنقل أو أعلى ربح 
أو أقل وقت. 


2-4: تكوين أنموذج النقل 
Framework Of Transportation Model‏ 


تكوين أنموذج النقل يكون حسب الصيغة المعرفة بالجدول (1-4) على افتراض أن عدد مصادر العرض 
هو (3) وعدد مواقع الطلب (الغايات) هو (3) أيضا: 


)1-4( الجدول‎ 
إلى‎ : 
1 
I II III لعرض‎ 
Cı Cı Cı 
A a, 
1 1 1 
8 0 60 0 
a 
XL 1 KX 
6 Ce C32 C3 
a 
1 1 1 : 
> ai 
الطلب‎ b, يط‎ b, 5 5 
حيث ان:‎ 


1 , 1 , 1: مواقع الطلب(الغايات) 
© ,8 , ۸: مصادر العرض 

6 : كلفة نقل الوحدة الواحدة من ا مصدر 1 إلى الموقع ز 

1 . عدد الوحدات المنقولة من المصدر ¡ إلى الموقع ز (أو الكمية المنقولة) 
الفرضية الأماسية لحل أنموذج النقل هو أن ما معروض في مصادر العرض أي مجموع المعروض يساوي 
مجموع الطلب في مواقع الطلب أي ,ه2 = ,ط2 وف هذه الحالة يسمى أموذج النقل بأموذج النقل 
المتوازن ) (Balanced Transportation Model‏ أما في حال كون مجموع العرض أقل من مجموع الطلب أي 
Da, <b,‏ فإن أنموذج النقل يدعى 
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مسالة ١‏ لنقل 2 2< ز ز 2 ز2 2 sternal lewleb lena aS navera‏ ا اا 


أنموذج النقل غير المتوازن ( Unbalanced Transportation Model‏ ( وفي هذه الحالة يصار إلى إضافة 
مصدر وهمي (رامم؟ 'رستصناط ) ليغطي النقص في العرض وهنالك حألة أخرى لأنموذج النقل غير المتوازن 
عندما يكون مجموع الطلب أقل من مجموع العرض أي Da, >Zb,‏ وفي هذه الحالة يصار إلى إضافة 
موقع وهمي ( Demand‏ yصسصںط‏ ) ليعمل على امتصاص الزيادة في العرض وفي كلا الحالتين فإن كلفة 
الوحدة الواحدة ( أو ربح الوحدة الواحدة ) المنقولة من ال مصدر آلوهمي إلى مواقع الطلب أو المنقولة 
إلى الموقع الوهمي من مصادر العرض هي صفر. 
3-4: صياغة أموذج برمجة خطية 

Linear Programming Model Formulation 
من الجدول(4 -1) ممكن صياغة أنموذج برمجة خطية (2:]) ممسألة النقل وبالصيغة الآتية:‎ 


X < a 1211 سمت‎ ,m ) قيود العرض‎ ( 


( قيود الطلب  )‏ 2, #دجود 2 1 م X>‏ 


حيث أن: : 

ه : عدد مواقع الطلب 

2: عدد مصادر العرض 

قيود العرض توجب بأن الكمية المنقولة من أي من مصادر العرض یجب أن لا تتجاوز اموجود ف ذلك 
المصدر من المنتج أما قيود الطلب فتوجب بأن. مجموع الكمية المنقولة إلى أي من مواقع الطلب يجب 
أن تحقق على الأقل الطلب لذلك الموقع من المنتج ومجموع قيود أموذج البرمجة الخطية (L.P.)‏ 
يساوي عدد المصادر زائد عدد ال مواقع ل ( ص +م ) وما أن الفرضية الأساسية لحل أموذج النقل هي 
أن مجموع الطلب يساوي مجموع العرض أي 2b,‏ = ۾ 2 فهذا يعني أن كل الكميات أو الوحدات 
الموجودة في مصادر العرض سوف تنقل لتحقق الطلب على المنتوج وعلى هذا الأساس فإن أموذج 
البرمجة الخطية (1..5) يتحول إلى الصيغة الآتية: 
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56 
SRDS Transportation Problem‏ ال ها لك النقل 


m n 
Min Z = C; 5 
=1 ادر‎ 
5.1 

n 
1 => ,m 

ادر 

7 
2 = 6 j= 1 ,ر‎ -------- 01 

ل 
اد 
X> 0‏ 


07 البرمجة في أعلاه يمثل 0 النقل المتوازنٍ أما في حالة 0 النقل غير وازن ب بحيث 


2 n 
Min Z = انع‎ C, ۸, 
i= ادر‎ 
S.T 
n 
3 X= a, 1- 1 ر‎ -------- , m+1 
ادر‎ 
m+1 
X = b j= 1 , -------- „n 
ل‎ j 
i=1 
0 
0 
m 
ê حيث أن 1 + م = 1 هشل المصدر الوهمي بكمية عرض مقدارها‎ 
ادر‎ 


I, C wn > 0 وبكلفة نقل مقدارها‎ 


الآتية: 
m n+l‏ 
Min Z = 33 6 1‏ 
ادر احم 
5.1 
n+1‏ 
ص Sg‏ -- 1 2 
ادر 
7 
,n+1‏ -------- و 1 = j‏ م X=‏ 
7 3 
اذ 
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X> 0 


3 


حيث أن 1 + « = ز هثل الموقع الوهمي بكمية طلب مقدارها: 


وبكلفة نقل مقدارها 0- ,ر٤‏ لكل صط,--- 1,22 -1. 

وبحل نماذج البرمجة الخطية (.2.]) السابقة 8 التوصل إلى حل مسألة النقل وبالإضافة إلى البرمجة 
الخطية توجد طرائق أخرى لحل مسألة النقل وهي الأكثر شيوعيا وسيتم التطرق لها لاحقا. 

Problems Application مسائل تطبيقية‎ :4-4 

في هذه الفقرة سوف نوضح بعض التطبيقات العملية لممسائل النقل. 

1-4-4: مسألة توزيع الإنتاج 

شركة لإنتاج البتروكيمياويات تمتلك مخزنين سعة ال مخزن الأول 0 طن وسعة ال مخزن الثاني 500 
طن,تسوق الشركة منتجاتها إلى ثلاثة مراكز استهلاكية بواقع طلب ( 500 , 500 , 250 ) طن على التوالي , 
كلفة نقل الطن الواحد من الممخزن الأول إلى المراكز الاستهلاكية هي (8,12,10) ألف دينار على 
التوالي وكلفة نقل الطن الواحد من ا مخزن الثاني إلى المراكز الاستهلاكية هي (10.7.8)ألف دينار 


على التوالي, المطلوب تكوين جدول نقل للمسألة. 
جدول النقل للمسألة في أعلاه يكون بالصيغة المعرفة بالجدول ( 2-4 ): 


الجدول (2-4) 
العرخ ۳ ۲ ١‏ إلى 
لعرض س 
۸ ۱۲ 1۰ 
A V0.‏ 
X 1 1‏ 
13 1 11 
ص ۷ ۸ 
750 8 
1 1 1 
513 22 21 
e‏ 250 500 500 الطلب 
١ 1‏ 


2-4-4: مسألة المباني 
مكتب مقاولات يقوم بانجاز ثلاثة مشاريع , كل مشروع من المشاريع الثلاثة يحتاج إلى (20,30,15 ) ألف طن 
من الاسمنت على التوالي , تجهز المشاريع الثلاثة بالإسمنت من ثلاثة 
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5 
Transportation Problem‏ ا ال و نينا لك النقل 


مخازن سعة الخزن لكل مخزن هي (20,20 ,25) ألف طن على التوالي , كلفة نقل كل ألف طن من المخزن 
الأول إلى ا مشاريع الثلاثة هي (2,3,2) مليون دينار على التوالي ومن آممخزن الثاني إلى المشاريع الثلاثة 4,5,3) 
( مليون دينار على التوالي ومن المخزن الثالث إلى المشاريع الثلاثة (2,4 ,4 ) مليون دينار على التوالي, المطلوب 
تكوين جدول النقل للمسالة. 

جدول النقل ممسألة المباني يكون بالصيغة اممعرفة بالجدول (4- 3 ): 


الجدول (3-4) 
١ :‏ إلى 
1 ۲ 
لعرض من 
۲ 5 ۲ 
A ۰‏ 
1 1 1 
13 1 11 
ع 0 ۳ 
20 8 
1 1 1 
13 22 1 
3 ۴ 8 
۲ 6 
1 1 1 
33 ۳ 
10 
5 ۲ 2 10 الطلب 


3-4-4: مسألة السيارات 

مؤسسة عالية لتصنيع السيارات ت تمتلك ثلاثة معامل لتصنيع السيارات في ثلاث بلدان مختلفة , القدرة التصنيعية 
لكل مصنع هي ( 40 ,30 , 25) سيارة شهريا , تصدر المؤسسة السيارات المنتجة إلى أربعة بلدان مختلفة ,كمية 
الطلب على السيارات للبلدان الأربعة هي (20, 30,25 , 20) سيارة شهريا على التوالي , كلفة تصدير السيارة 
الواحدة من اممعمل الأول إلى البلدان الأربعة هي (1 ,2 , 2, 3 ) ألف دولار على التوالي ومن المعمل الثاني هي 4) 
(3,3,2, ألف دولار على التوالي ومن المعمل ألثالث ( (2,3,1,4) ألف دولار على التوالي مع العلم أن كلفة 
التصدير تتحملها امؤسسة , المطلوب تكوين جدول النقل للمسالة. 

جدول النقل مسألة السيارات يكون بالصيغة المعرفة بالجدول (4-4): 


)4-4( الجدول‎ 
إلى‎ ١ ۲ 7 ٤ العرخ‎ 
لعرض ف‎ 
١ 7 7 ۳ 
A 6 
1 1 1 1 
۲ ۳ ۳ 3 
8 2 
1 1 1 1 
3 ١ 79 ۲ 
9 Yo 
1 1 1 1 
الطلب‎ ۲ Yo ۳ ۲ 9 
ب‎ 530 
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5-4: إيجاد الحل الأو لي Finding An Initial Solution‏ 
من المتعارف عليه أن عدد المتغيرات الأساسية في أي حل أولي (حل ممكن أسامي) يساوي عدد القيود لكن في 
مسألة النقل ذات (صرم ) من القيود و (دعمم ) من ا متغرات فإن عدد المتغيرات الأساسية للخل الممكن الأساسي 
الأول هو (1-صرمم ) والسبب ٤‏ ذلك يعود إلى وجود(1-هرمم ) من المعادلات المستقلة لمسألة النقل بحيث ث أذا تم 


جمع قيود الطلب أي: 
1 
: 0 5 ادر احر i=1‏ 
وكذلك جمع قيود العرض أي: 
ب < X=‏ 
ل دز 1= اك 
فهذا يعني إن: 


وهذا يعني وجود معادلتين متماثلة ف مسألة النقل آي أن المسألة تحتوي على ( 1-ه+< ) فقط من المعادلات 
ا مستقلة. 
في هذه الفقرة سوف يتم التطرق إلى بعض الطرائق اممستخدمة في إيجاد الحل الأولي ممسألة النقل. 
1-5-4: طريقة الركن الشمالي الغربي North - West Corner Rule‏ 
يعتمد إيجاد الحل الأولي بلسالة النقل وفق هذه الطريقة على البدء بالزاوية الشمالية الغربية لجدول 
النقل أي اختيار, ,7 كأول متغير أساسي ويتم تخصيص الكمية الأقل له من بين الطلب بط والعرض ,2 
أي أن: 
X= Min (a, Db, ) -------- )1-4(‏ 

ولنفترض أن ,ه هي الأقل فإن هذا يعني بأن العرض ف المصدر الأول قد نفذ وأن 0 = 3 لكل قيم أي 
أنها متغيرات غير أساسية وبالإضافة إلى ذلك فإن كمية الطلب قي ا موقع الأول أصبحت (يهدرط). 
يعاد تكرار العملية في أعلاه إلى أن يتم التوصل إلى الحل الأولي أي أن الخطوة اللاحقة هي التخصيص 
للمتغير ۸ بحيث 

(2-4) مس ( a,‏ حرط X= Min (a,‏ 
وهكذا نستمر إلى أن نحصل على (1- 2 + 2< ) من القيم املوجبة. 
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مثال (1-4): أوجد الحل الأولي مسألة توزيع الإنتاج باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي لتقليل 


الحل: 


جدول النقل يكون وفق الصيغة الآتية بعد أن يتم التخصيص للمتغير , بحيث: 


X= Min (500 750 ( = 500 


العرض 


750 


500 


1250 


1250 


10 


250 


الجدول (4 -5) 
۲ 


500 


500 


500 


إلى 


A 


B 


الطلب 


من الجدول ( 5-4 ) نلاحظ أن الموقع الأول قد استوق لكمية الطلب لذلك يتم الغاء العمود الأول من جدول 
النقل مرحليا" والتخصيص الأحق يكون للمتغير ر بحيث: 


X= Min (250 500 ( = 250 


وكما موضح بالجدول ( 6-4 ): 


750 


500 


750 


250 


الجدول (4 -6) 


250 


لى 


B 


الطلب 


من الجدول ( 6-4 ) نلاحظ آن ما معروض ف المصدر الأول (A)‏ قد نفذ آما ما معروضص ف المصدر الثاني 
(8 ) فيوزع بصورة متساوية بين اموقعين الثاني والثالث ولذلك فإن الحل الأولي لمسألة النقل يكون 


كالآق: 
العرض 
750 
500 
1250 


1250 


الجدول (4 -7) 
8 
12 
250 
۳4 
250 
500 
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500 


إلى 


57 
2 ا ا‎ s tinea Een ena emen tena talane Ses ena مسالة النقل‎ 


قيمة دالة الهدف هى: 

Z = 500 (10 ( + 250)12( + 250)7( + 250)10( = 0 1‏ 
أي كلفة نقل البتروكيمياويات من المخازن إلى اطراكز الاستهلاكية هي 12250 ألف دينار في حال نقل 
0 طن من ال مخزن الأول إلى المركز الاستهلاي الأول و 250 طن من المخزن الأول إلى المركز الثاني و 250 
طن من اممخزن الثاني إلى المركز الثاني و 250 طن من المخزن الثاني إلى المركز الثالث. 
مثال ( 2-4 ): أوجد الحل الأولي ممسألة المباني لتقليل كلفة النقل باستخدام طريقة الركن الشمالي 
الغري: 
الحل: 


نبدأ بالزاوية الشمالية الغربية بحيث التخصيص يكون للمتغير ,,1 أي أن : 


X= Min (20 15( - 5‏ 
وكما هو موضح بالجدول (8-4): 


الجدول (4 -8) 
العرض 1 1 ١‏ إلى ٤‏ 
را 
2 3 2 
A 20‏ 
15 
4 5 3 
B 20‏ 
4 2 3 
25 6 
65 
6 20 30 15 الطلب 


من الجدول ( 8-4 ) نلاحظ أن الموقع الأول قد أستوف لكمية الطلب لذلك يتم إلغاء العمود الأول من 
الجدول مرحليا والتخصيص اللاحق يكون للمتغير ,× بحيث: 

X= Min (5 30(- 5‏ 
وكما هو موضح بالجدول ( 9-4 ): 


الجدول (4 -9) 
العرض 7 ۲ إلى 0 
A 3 5 2 5‏ 
20 14 5 8 
25 ج C‏ 
50 5 20 30 الطلب 
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من الجدول ( 9-4) نلاحظ أن كمية العرض للمصدر الأول قد أستنفذ لذلك يتم إلغاء الصف الأول من الجدول 
مرحليا" والتخصيص اللاحق يكون للمتغير ر بحيث: 

X= Min (20 25 ) = 0‏ 
وكما هو موضح بالجدول (10-4): 


الجدول (4 -10) 
العرذخ ۳ ۲ إلى 
لعرض 7 
4 5 
20 لأا B‏ 
f‏ 
4 2 
25 ع6 
Yo 20‏ الطلب 
0< . 
الجدول ( 11-4 ) ثل الحل الأولي ممسالة المباني: 
الجدول (4 -11) 
العرض ۳ ۲ ١‏ إلى 
2 3 2 
A 20‏ 
0 15 
4 5 3 
20 8 
۲۰ 
٤ 2 4‏ 
25 6 
31 0 
65 
65 20 30 15 الطلب 
قيمة تقليل كلفة النقل 


00 2255 


حر ا 
5 = (20)4 +(5)2 + )2065 + (5)3 + (2) 2-15 


2-5-4: طريقة JÎ‏ الكلف The Least- Cost Method‏ 
تعتبر هذه الطريقة أكفاً من الطريقة السابقة التي لا تعتمد على أي أساس علمي في اختيار المتغيرات 
الأساسية بينما هذه الطريقة تعتمد في اختيار المتغيرات الأساسية على امتغير الأقل من حيث الكلفة 
ويتم التخصيص له ومن ثم اختيار المتغير الأقل كلفة من المتغيرات المتبقية ويتم التخصيص له وهكذا 

تكرر العملية إلى أن د يتم التوصل إلى الحل الأولي أي الحصول على (1-« +دط) من القيم الموجبة. 
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مثال ( 3-4 ): أوجد الحل الأولي للمثال (1-4) باستخدام طريقة أقل الكلف 
الحل: 
أقل الكلف تتمثل بالمتغير × لذلك يتم التخصيص له بحيث: 
X,„= Min )500 500 ( = 500‏ 
وكما هو موضح بالجدول (12-4): 


الجدول (12-4) 
1[ 
العرض ۳ 7 ١‏ إلى 0 
من 
8 12 10 
A 750‏ 
10 7 8 
B 500‏ 
500 
1250 
e‏ 250 500 500 الطلب 


من الجدول ( 12-4 ) نلاحظ أن كمية العرض للمصدر الثاني قد استنفذت وكذلك الموقع الثاني قد 
استوف كمية الطلب ولذلك فإن الحل الأولي للمسالة يكون بالصيغة المعرفة بالجدول ( 13-4 ): 


الجدول (4 -13) 
إلى 
لعرض ۳ ۲ ١‏ 8 
8 12 10 
A 750‏ 
250 500 
10 7 8 
B 500‏ 
500 
1250 
9 250 500 500 الطلب 
الحل في أعلاه يمثل حل منحل لأن عدد الخلايا المشغولة أقل من (1-«+") , مجموع كلف النقل هي: 
Min Z=2 2C;‏ 
در آعم 


Z = 500 (10 ( + 500)7( + 250)8( = 0‏ 
نلاحظ أن طريقة أقل الكلف هي أفضل من طريقة الركن الشمالي الغربي من حيث عدد ال مراحل التي 
تم موجبها التوصل إلى الحل الأولي وكذلك تقليل كلف النقل وهذا يلاحظ في أغلب مسائل النقل. 
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Transportation Problem‏ اس ا ا فيضا لك النقل 


مثال ( 4-4 ): أوجد الحل الأولي للمثال (2-4) باستخدام طريقة أقل الكلف. 
الحل: 
يلاحظ أن هنالك ثلاثة متغيرات ذات كلفة واحدة والتي تمثل أقل الكلف وهي (2) لذلك يتم اختيار 
أحدهما ولنفترض ,, يتم التخصيص له بحيث: 
X= Min (20 15) = 5‏ 

وكما هو موضح بالجدول ( 8-4 ) ويلاحظ أن الموقع الأول قد استوف متطلباته لذلك يحذف مرحليا من 
الجدول , بعد أن تم اختيار أحد المتغيرات الثلاثة ذات الكلفة الأقل يتم اختيار أحد المتغيرين المتبقيين 
أي أما ,,1 أو ,1 ولنفترض أن الاختيار يكون ل ,1 بحيث: 

X= Min (5 20(- 5 


وكما هو موضح بالجدول ( 14-4 ): 
الجدول (14-4) 


العرض ۲ ۲ 3 ا 
من 
2 3 
A 5‏ 
35 
4 5 
20 8 
4 2 
25 5 
50 
50 20 30 الطلب 


من الجدول ( 14-4 ) نلاحظ أن كمية العرض للمصدر الآول قد استنفذت لذلك يتم إلغاء الصف الأول 
مرحليا" والتخصيص الأحق يكون للمتغير ر( بحيث: 


X= Min (25 30( = 5‏ 
وكما هو موضح بالجدول ( 15-4 ): 


الجدول (4 -15) 
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من الجدول ( 15-4 ) نلاحظ أن كمية العرض للمصدر الثالث قد استنفذت لذلك فإن جدول الحل 
الأولي ممسالة النقل يكون وفق الصيغة ال معرفة بالجدول (16-4): 
الجدول (4 -16) 


5 إلى 
١ ۲ ۴ 1‏ 1 
العرض 2 
2 3 2 
A 20‏ 
5 55 
4 5 3 
20 8 
15 35 
4 2 2 
25 5 
29 
65 
20 30 15 الطلب 
65 


Min Z=) 2C1; 
2-15 2) +5 0) + 5) + 15)4( + 250) = 175 
الشمالي الغري.‎ 


Vogel's Approximation Method طريقة فوجل التقريبية‎ :3-5-4 

إيجاد الحل الأولي ملسألة النقل وفق الطريقة هذه يتلخص بالآق: 

-١‏ حساب الفرق بين أقل كلفتين في كل صف وعمود. 

۲- اختيار أكبر فرق ناتج من الخطوة (1). 

*- اختيار المتغير ذو الكلفة الأقل في الصف أو العمود المناظر للقيمة المختارة في (2) ويتم 
التخصيص له. 

-٤‏ يعاد تكرار الخطوات السابقة إلى أن نتوصل إلى الحل الأولي. 

مثال (5-4 ): أوجد الحل الأولي للمثال (1-4) باستخدام طريقة فوجل التقريبية. 


الحل: 
نبدأ أولا باحتساب الفرق بين أقل كلفتين في كل صف وعمود وكالآقي: 
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1250 


العرض 


1250 


250 


الجدول (4 -17) 


۳ 


500 


500 


500 


إلى 


الطلب 


الحل الأولي ممسألة النقل يكون مماثل للحل الأولي ا مستخرج بطريقة أقل الكلف والموضح بالجدول ) 


.13-4( 


مثال (6-4): أوجد الحل الأولي لمسألة النقل للمثال (2-3) باستخدام طريقة فوجل التقريبية. 


الحل: 


حساب الفرق بين أقل كلفتين في كل صف وعمود موضح بالجدول (18-4): 


العرض 
20 
20 


25 


65 


65 


20 


2 


الجدول (4 -18) 


۳ 


25 


30 


الطلب 


من الجدول ( 18-4 ) نلاحظ أن أعلى فرق هو ( 2 ) وهو مناظر للصف الثالث والعمود الثالث لذلك يتم اختيار 
أحدهما ولنفترض الاختيار يكون للصف الثالث وعلى هذا الأساس فإن التخصيص سيكون لأقل كلفة ف الصف 
الثالث أي ,ل ونتيجة للتخصيص فإن كمية العرض للمصدر الثالث قد استنفذت ولذلك يتم حذف الصف الثالث 


مرحليا" ويتم تكرار الحسابات مرة أخرى وكما هو موضح بالجدول (19-4): 
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الجدول (4 -19) 


: إلى 
١ ۲ ۳ ۱‏ : 
لعرض 
2 3 2 
A 20 0‏ 
0 
4 5 3 
B 2. ١‏ 
40 
5 20 5 15 الطلب 
2 2 1 


من الجدول ( 19-4 ) نلاحظ أن أعلى فرق هو (2 ) وهو مناظر للعمود الثاني والعمود الثالث لذلك يتم 

اختيار أحدهما وليكن العمود الثاني ومن ثم يتم التخصيص لأقل كلفة في العمود الثاني أي ر بحيث: 
X= Min (20 5)=5‏ 

ونتيجة للتخصيص يتم استيفاء كمية الطلب للموقع الثاني وبعد ذلك تكرر الحسابات مرة أخرى 

وكما هو موضح بالجدول ( 20-4 ): 


الجدول (4 -20 ) 
العرض 0 1 إلى 5 
2 2 
0 15 2 4 
1 20 3 0 8 
35 5 20 15 الطلب 


2 1 
من الجدول (20-4 ) نلاحظ أن أعلى فرق هو (2 ) وهو مناظر للعمود الثالث لذلك يتم التخصيص 
لأقل كلفة في العمود الثالث أي ,,)1 بحيث: 
X= Min )15 20( -5‏ 


الحل الأولي ممسألة النقل موضح بالجدول( 21-4 ): 
الجدول (4 -21) 
إلى 
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العرض ۳ ۲ ١‏ : 
من 
2 3 2 
A 15 20‏ 
4 5 3 
20 8 
5 15 
4 2 3 
25 
25 98 
65 
20 30 15 الطلب 
65 


OE OOOO OE EE Transportation Problem‏ مسألة النقل 


Min Z= 22C1; 

Z =5 )3 ( + 15 )2( + 15 )3( + 5 )4( + 25 )2( = 0 

يلاحظ أن مجموع كلف النقل وفق طريقة فوجل أقل من مجموع كلف النقل وفق طريقتي الركن 
الشمالي الغربي وآقل الكلف. 


Russell's Approximation Method طريقة روسيل التقريبية‎ :4-5-4 

إيجاد الحل الأولي .لسألة النقل وفق هذه الطريقة يتلخص بالآتي: 

1. نختار الكلفة الأعلى في كل صف ويرمز لها ب بنا. 

2. نختار الكلفة الأعلى في كل عمود ( موقع ) ويرمز لها ب ,۷. 

3. نطبق المعادلة ( ,۷ + ,ن) - 0 = ره لكل قيم 1 ز. 

4. نختار المتغير ذو القيمة الأكثر سالبية من حيث , ۸ ويتم التخصيص له. 

5. يتم تكرار الخطوات السابقة إلى أن نتوصل إلى الحل الأولي. 

مثال (7-4):أوجد الحل الأولي ممسألة النقل للمثال(1-3) باستخدام طريقة روسيل التقريبية. 


الحل: 
نختار الكلفة الأعلى ف كل صف وعمود وكما هو موضح بالجدول (22-4 ): 
الجدول (4 -22) 


!| 
العرض ۲ ۲ ١‏ ای ١‏ 
سن 
8 12 10 
750 ا E‏ انها . 
10 7 8 
B 500‏ 
10 500 
1250 
1250 250 500 500 الطلب 
10 12 10 


A= C= (U, + ¥) = 10 - (12 +10) = -2 
A, = C= (u, + ¥) = 12 - (12 + 12 ( = -2 
دىي0 د ور ى‎ (u, + Vj) = 8- (12+10) = -14 
A, = Cy, - (u, + Vv) = 8 - (10+10) = -2 
A= Cy, - (u, + Vv) = 7- (10+12) = -5 
A ور‎ = Cy - (u, + v,) = 10 - (10 + 10) = -0 
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يتضح أن المتغير ل هو ذو القيمة الأكثر سالبية من حيث 4 لذلك يتم التخصيص له. الحل الأولي لمسألة النقل 
وفق هذه الطريقة هو نفس الحل الموضح بالجدول (13-4). 


مثال ( 8-4 ): أوجد الحل الأولي ممسألة النقل المعرفة بام مثال (2-4) بأستخدام طريقة روسيل التقريبية. 


الحل: 
نختار الكلفة الأعلى ف كل صف وعمود وكما هو موضح بالجدول ( 23-4 ): 


الجدول (4 -23) 


إلى 
العرض ۳ ۲ ١ ١‏ 
من 
2 3 2 
A 20‏ 
3 
4 5 3 
B 20‏ 
5 
4 2 8 
25 6 
4 25 
65 
20 30 15 الطلب 
65 1 
4 5 4 


A, =C,- (u, +70(- 2-) 3 + 4( - -5 
Ap =Cy- (u, +V)=3- (3+5)(= -5 
يرن د ور ىل‎ (Uu, +V¥yj)= 2-(3+4)=-5 
رين حدر 1د‎ = (Uu + VJ) - 3 - )5 + 4( - -6 
يلا ) - يرن - رر ل‎ + 78 - 5 - )5 +5 ( = -5 
ديرن دور 1ل‎ (u + -ل900‎ 4- (5+4) = -5 
A, = رن‎ - (uy + VJ) = 4- (4+4) = -4 
A دير‎ Cy, - ) ونا‎ + VJ) = 2- (4+5) = -7 
د ير ى‎ Cy - (uy + Vj) = 4- (4+4) = -4 


يتضح أن المتغير الذي سوف يتم التخصيص له هو ل لأنه ذو القيمة الأكثر سالبية من حيث ۸ 
ونتيجة للتخصيص فإن كمية العرض للمصدر الثالث قد استنفذت 
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Transportation Problem‏ ا الا د نينا لك النقل 


لذلك يستبعد الصف الثالث من جدول النقل مرحليا" ويتم تكرار الحسابات ثانية وكما موضح 
بالجدول ( 24-4 ). 


الجدول (4 -24) 


إلى 
العرض ۳ ۲ ١ ١‏ 
من 
2 3 2 
A 20‏ 
3 5 
4 5 3 
B 20‏ 
5 
40 
20 5 15 الطلب 
40 1 
4 5 3 


A, = C= (Uu, + VY) =2 - (3 +3) = -4 
Ap» يرن د‎ - (Uu, + Vv) =3 -(3+5)(= -5 
A= Cg - (U, + V,) =2 - (3 +4) = -5 
A, = C,- (u, + Vj) = 3-(5+3) - -5 
A= Cy, - ) ينا‎ + Vv) = 5-(5+5)(= 5 
A د ور‎ Cy - ) ينا‎ + Vv) = 4 - (5 + 4) = -4 


يتضح أن المتغيرات ر ,1 , ل , ۸ هي ذات القيمة الأكثر سالبية (5-) من حيث 4 لذلك يتم 


اختيار أحد هذه المتغيرات وليكن ر ويخصص له بحيث: 
X= Min (20 5) =5‏ 
ونتيجة لذلك فإن كمية الطلب للموقع الثاني قد تم استيفائها ولذلك يستبعد العمود الثاني من 
الجدول مرحليا" ويتم تكرار الحسابات مرة أخرى وكما هو موضح بالجدول (25-4 ). 
الجدول (4 -25 ) 


: إلى 
العرض ۳ ١‏ 0 

2 2 

۲ 5 15 020000000 ) اا 4 
4 3 

B 20 

2 20 15 الطلب 
4 3 
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A= C= (U, +7(-2-)2+3( = 3 
حي دور ده‎ (Uu, + Vv) = 2- (2+4) = -4 
A, = Cy = (u, +¥) = 3- (4+3) = 

(U, + V,) = 4 - (4 + 4) = -4‏ - يرن د ور هد 


يتضح أن المتغيرات ,7 , ل , × هي ذات القيمة الأكثر سالبية (4- ) من حيث 4 لذلك يتم اختيار 
أحد هذه المتغيرات وليكن ,× بحيث: 


X= Min )15 20( -5 


الحل الأولي .لسألة النقل وفق طريقة روسيل مشابه للحل الأولي للمسألة وفق طريقة فوجل وال لوضح 
بالجدول (21-4). 


Totals Method * طريقة المجاميع‎ :5-5-4 


تستخدم هذه الطريقة للحصول على الحل الأولي لأنموذج النقل والذي غالبا ما يمثل الحل 


الأمثل وخطوات هذه الطريقة تكون كالأتي: 


E 4‏ هما 


حساب مجاميع الكلف للصفوف (المصادر). 

اختيار الصف الذي هثل مجموع الكلفة الأقل. 

طرح كل كلفة من كلف الصف من اقل كلفة من كلف العمود المناظر. 

يتكون صف من الكلف الجديدة يتم اختيار أعلى كلفة ويتم تم التخصيص لها ومن ثم 
اختيار أعلى كلفة من الكلف المتبقية ويتم التخصيص لها إلى ان يتم استنفاذ ما متوفر من 
العرض والاختيار يكون للكلف الموجبة فقط. 


5. يعاد تكرار الخطوات السابقة إلى أن يتم الحصول على الحل الذي غالبا ما هثل الحل الأمثل. 
أ. في حالة وجود صفين أو أكثر بمثلان الأقل من حيث مجاميع الكلف يتم اختيار احد هذين 


الصفين. 


٠.‏ ف حالة وجود أكثر من رقم واحد يمثل أعلى الكلف في صف الكلف الجديدة فإن الاختيار 


للكلفة الأقل من كلف الصف الأصلية التي تناظر الأعلى في صف الكلف الجديدة. 


* عرفت هذه الطريقة عام ۲۰۰1 (راجع ا مصدرين الثاني والثالث(الزبيدي) ) 
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مثال (9-4): أوجد الحل الأولي ممسألة النقل للمثال(1-3) باستخدام طريقة المجاميع. 
الحل: 
الجدول (25-4 ) 
العرض ۳ ۴ 0 إلى 0 
8 12 10 
A 750 30‏ 
10 7 8 
B 500 25‏ 
500 
290 1250 250 500 500 الطلب 
2 5 2 


ما أن المتغير ل يناظر الكلفة الأعلى في صف الكلف الجديد لذلك يتم التخصيص له. الحل الأولي لمسألة النقل 
وفق هذه الطريقة هو نفس الحل الموضح بالجدول (13-4). 
مثال ( 10-4 ): أوجد الحل الأولي ممسألة النقل ا معرفة بالمثال (2-4) باستخدام طريقة المجاميع. 


الحل: 


الجدول (26-4 ) 


: 0 ۲ ۲ العرض‎ 
هن‎ 
2 3 2 
A 20 7 
20 
3 5 4 
B 20 12 
٤ 2 4 
5 25 10 
25 
65 
الطلب‎ 15 30 20 
5 6 
1 -1 2 


ما أن المتغير ,1 يناظر الكلفة الأعلى في صف الكلف الجديد لذلك يتم التخصيص له. ويعاد تكرار 
الطريقة مرة أخرى بعد حذف كل من المصدر الأول والموقع الثالث مرحليا وكما هو موضح بالجدول 


:)27-4( 
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الجدول (4 -27) 


59 إلى 
ص 
5 3 
8 20 
2 ّ 
6 25 م 
2 
65 
30 15 الطلب 
3 1 
ها أن المتغير ي,)1 يناظر الكلفة الأعلى في صف الكلف الجديد لذلك يتم التخصيص له. 
الحل الأولي ممسالة النقل موضح بالجدول (28-4). 
الجدول (4 -28) 
١ FF‏ 5 5 إلى 
من 
2 3 2 
20 20 4 
1 8 3 
20 5 15 ِ 
1 2 3 
25 25 1 
65 2 20 30 15 الطلب 
B3 3 C; 4‏ ت_ 2 Min‏ 
حر 1= 


27 - 20 2 ( + 15 )3( + 5)5( + 25)2( = 0 


يلاحظ أن مجموع كلف النقل وفق طريقة ال مجاميع أقل من مجموع كلف النقل وفق طريقتي الركن 
الشمالي الغربي وأقل الكلف ومساوية لمجموع كلف النقل لطريقتي فوجل وروسيل ولكنها أسرع من 
حيث عدد المراحل المستخدمة لإيجاد الحل. 
من استعراضنا للطرائق السابقة يلاحظ أن طريقة المجاميع هي الطريقة الأكثر كفاءة في إيجاد الحل 
الأولي من حيث كونه قريب جدا من الحل الأمثل وفي أغلب الحالات هثل حلا أمثلا وكذلك من حيث 
عدد ا مراحل التي تستخدم للتوصل إلى الحل. 
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6-4: إيجاد الحل الأمثل Finding The Optimal Solution‏ 
بعد أن تم استعراض بعض الطرائق امستخدمة لإيجاد الحل الأولي لسألة النقل ف الفقرة السابقة 
سوف نوضح في هذه الفقرة الطرائق المستخدمة لتحويل الحل الأولي إلى حل أمثل. 


1-6-4: طريقة المسار المتعرج The Stepping Stone Method‏ 
الحل الذي يتم التوصل إليه بوساطة طريقة السمبلكس لمسألة البرمجة الخطية (5.]) التي تمثل 
مسألة تقليل يعتبر حل أمثل في حال كون معاملات الكلف النسبية للمتغيرات غير الأساسية (التغير 
الصاف ف 7 نتيجة لزيادة وحدة واحدة ف امتغيرات غير الأساسية) أكبر أو يساوي صفر وعلى هذا 
الأماس سوف يتم اختبار المتغيرات غير الأساسية ف الحل الأولي هل أن تحويل هذه المتغيرات إلى 

متغيرات أساسية يساهم في تقليل كلفة النقل آم لا. 

خطوات إيجاد الحل الأمثل هي کالاآتي: 

-١‏ تكوين مسار مغلق يبدأ بالخلية الفارغة (متغير غير أساسي) ويتحرك أفقيا أو عموديا وينتهي 
بنفس الخلية على أن تكون زوايا ا مسار تمثل متغيرات أساسية أي خلايا غير فارغة. 

-٣‏ نخصص الإشارة (+) والإشارة (-) لكل زاوية من زوايا امسار والتي تمثل خلية من خلايا الجدول 
مبتدئين بإشارة (+) للخلية الفارغة ومن ثم الإشارة (-) للخلية اللاحقة وهكذا بالتناوب. 

۳- تحديد الزيادة أو النقصان في مجموع كلف النقل الناتج من التخصيص للخلية الفارغة من 
خلال جمع كلف زوايا ( خلايا ) امسار المغلق بحيث تكون إشارة كلفة الخلية هي نفس الإشارة 
المخصصة لها في الخطوة (2. 1 

33 !3 كانت القيمة اي تم الحصول عليها ف الخطوة )3( مويه فهذا يعني أن التخصيص ل 
الأساسي) أما أذا كانت سالبة فهذا يعني أن التخصيص" يقلل من مجموع كلف النقل. 
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-٥‏ تطبق الخطوات السابقة على كل الخلايا الفارغة ( متغيرات غير أساسية) في الجدول ويتم 
اختيار القيمة الأكثر سالبية الناتجة من (3) لكي يتم التخصيص لها أما في حال كون كل القيم غير 
سالبة فهذا يعني أن الحل الأولي هو حل أمثل. 

-٦‏ عدد الوحدات التي تخصص إلى الخلية الفارغة يمثل عدد الوحدات الأقل ا مخصص للخلايا التي 
تحمل إشارة (-). 

۷- يعاد تكرار الخطوات السابقة بعد كل تخصيص إلى احد المتغيرات غير الأساسية إلى أن تكون كل 
القيم التي يتم الحصول عليها من الخطوة (3) غير سالبة. 

۸- عدد الوحدات ا مخصص في الخطوة (6) يجب أن يرافقه طرح هذا العدد من قيم خلايا المسار 
ذات الإشارة السالبة وجمعه مع خلايا امسار ذات الإشارة اموجبة. 

مثال (4 -11 ): أوجد الحل الأمثل لممسألة النقل للمثال (1-4) باستخدام طريقة المسار المتعرج. 


الحل: 
الحل الأول لسألة النقل باستخدام طريقة الركن الشمالي الغري موضح بالجدول ( 29-4 ): 
الجدول (4 -29) 
1 إلى 
العرض 3 2 1 7 
۸ ۱۲ 1۰ 
A 0۰‏ 
+ , - 250 - 500 
بسر 0 := و دم ا 2 
500 20-0 +250 0 ل B‏ 
لا الس 5 O‏ 
20 1 250 500 500 الطلب 


من الجدول ( 29-4 ) يتضح ال مسارات امغلقة للمتغيرين غير الأساسين £ 1 , حساب التغير في 
مجموع كلف النقل والمتمثل بالخطوة (6 يكون كالآق: 


C14 =C,g- Cj + Cy, = دي‎ 8-12 +7-10- -7 


Cı =Cy Cy + Cg - C= 8-7+12-10 =3 


التخصيص سوف يكون للمتغير .7 لأن زيادة وحدة واحدة في هذا المتغير تؤدي أن نقصان في 


مجموع كلف النقل مقداره (7) بحيث: 


وكما هو موضح بالجدول (30-4): 


X= Min (250 250 ( -0 
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5 
النقل‎ I SSSA RAR SD اذ‎ Transportation Problem 


الجدول (4 -30) 


إلى 
العرض ۳ ۴ 1 من 
8 12 10 
A 750‏ 
250 500 
10 7 8 
B 500‏ 
500 
1250 
0و 250 500 500 الطلب 


من الجدول ( 30-4 ) يتضح أن الحل هو عبارة عن حل منحل لأن عدد المتغيرات الأساسية (الخلايا غير 
الفارغة ) أقل من 4 = 1- ه + د ولتطبيق طريقة ا مسار المتعرج لمعرفة هل أن الجدول (30-4) هو 
أمثل أم لا فيجب أن يكون عدد المتغيرات الأساسية يساوي 4) لكي نتمكن من تكوين مسار مغلق 
لذلك تخصص قيمة تدعى الاييسلون ( £ ) لأحد المتغيرات غير الأساسية ذو الكلفة الأقل على أن لا 
يشكل مسار مغلق مع المتغيرات الأساسية بحيث الايبسلون هي قيمة صغيرة جدا بحيث أن حاصل 
طرحها من أي عدد أو جمعها مع أي عدد هثل العدد نفسه و كما هو موضح بالجدول (31-4): 
الجدول (4 -31) 


إلى 
العرض ۳ ۲ ١‏ س 

10 12 8 

A 750 
500 
8 

B 500 
8E 

1250 
1250 250 500 500 الطلب 


CBE Ne 2 

C4 = 10-8+10-8 =4 

ما أن معاملات الكلفة النسبية غير سالبة لذلك فإن الجدول ( 31-4 ) هثل الحل الأمثل مجموع كلف 
نقل: 
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setae Gertie‏ ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز 12 121 1 1[ زذ[ ذا ااا ا ا 


Z = 500 (10 ( + 250(8) + 500)7( + £ (8)‏ 
0 - 0+ 3500 + 2000 + 5000 = 
مثال ( 12-4 ): أوجد الحل الأمثل ممسألة النقل للمثال (2-4) باستخدام طريقة ال مسار المتعرج. 
الحل: 


الحل الأولي ممسألة النقل باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي موضح بالجدول ( 11-4) , المسارات 
ا مغلقة للجدول هي كالآقي: 


Cy + Cy - C= 2-4+2-3 = -3‏ دي 0 - C14‏ 
CGC EEE E 3-5+3-2 = -1‏ 
COE FOE 4-5 + 2- 4= -3‏ 
C= 4-2+3-2-3‏ دي © + Cy‏ - 0 = 60 
القيمة الأكثر سالبية هي للمتغيرين ,1, ,,[ لذلك يتم اختيار أحدهما وليكن ,,1 بحيث: 


X= Min (5 20) =5‏ 
وكما هو موضح بالجدول :( 32-4 ) 


الجدول (32-4) 
1 
العرض ۳ 7 ١‏ إلى 5 
من 
2 3 2 
A 20‏ 
5 15 
4 5 3 
B 20‏ 
20 
4 2 3 
25 6 
15 10 
65 
20 30 15 الطلب 
65 5 


المسارات المغلقة للجدول (4 -32 ) هي كالآتي: 
E‏ ص نعي 64 بوت 6 


C1 = نر‎ = Cj, + Cg = Cjy حير‎ C= 3 - 2+ 2-4 + 2-5 - 4 


204 


56 
مسا لك النقل‎ DSS Transportation Problem 


= 0 - CO + CO, - Cg = 4-5 +2 - 4 - -3 وون)‎ 


C4 = Cy - Cyg+ Cg - C= 4-4+2-2 =0 


معامل الكلفة النسبية للمتغير غير الأساسي ‏ هو الأكثر سالبية لذلك ‏ يمثل المتغير الداخل أي 
امتغير الذي يتم التخصيص له بحيث: 

X= Min (15 15,20) -5‏ 
وهذا يعني أن ,× , ,7 هثلان المتغير الخارج وكما هو موضح بالجدول ( 33-4 ): 


الجدول (4 -33) 
7 إلى 
العرض ۳ ۲ ٤ ١‏ : 
من 
2 3 2 
A 20‏ 
20 86 
4 5 3 
20 للا ا تا ا تا 8 
5 15 
4 2 3 
25 للا ا ا ا ا 2 
25 
65 
20 30 15 الطلب 
65 


من الجدول (4 - 33 ) نلاحظ أن عدد المتغيرات الأساسية ( الخلايا غير الفارغة ) أقل من ( 1-«+ص ) 
وهذا لا يسمح لنا بتكوين مسارات مغلقة لذلك نخصص القيمة ( 6) للمتغير غير الأساسي ( الخلايا 
الفارغة ) ,)1 وعلى هذا الأساس فإن المسارات المغلقة للجدول( 4 - 33 ) هي كالآن: 
1--3-2+3-5 0 
1= 4-242-38 ديه د 0 عي دي 2 Cy‏ 
C= 4=2 523 =4‏ دير =C, Cg‏ رو 
C,, = C+ C= C= 4-2 +5 - 3 +2- 2 =4‏ ري = Cj‏ = وول 
المتغير ر هو المتغير الداخل لأنه ذو قيمة سالبة من حيث معامل الكلفة النسبية بحيث : 
6 - (5,ع ) X= Min (X, X, ) =Min‏ 


ولذلك فإن 1 هو المتغير الخارج وكما هو موضح بالجدول ( 34-4 ): 
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57 
مسالة النقل 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ز2 2 ز2ز 2 amaene‏ ز 2 2 ز2 ز 1 1 1 ذ 0 


الجدول (4 -34) 


!| 
العرض ۳ ۲ ١‏ إلى 5 
من 
2 2 2 
A 20‏ 
20 ع8 
4 5 3 
20 8 
5 15 
20 2 2 ّ. 0 
25 
65 
20 30 15 الطلب 
65 


المسارات ام مغلقة للجدول( 4 - 34 ) هي كالآتي: 
êg oz 2-3+5-3 =1‏ د 6 
CS CEE O C= 4-2+3-5 =0‏ 
C= 4-2 +5 -3 - 4‏ - ير C4 = Cj - C+‏ 
C+ Cj - Cy = 4-2 + 3-2 =3‏ - ير = C44‏ 
ها أن معاملات الكلف النسبية غير سالبة فهذا يعني أن الجدول ( 34-4 ) يمثل الحل الأمثل ممسألة 


Z = € (8) + 20 )2( + 15)3( + 5 )5( + 25) 2( 160 


تدل القيمة الصفرية معامل الكلفة النسبية للمتغير ,× على وجدود حل أمثل آخر للمسألة بحيث: 
X= Min (, X,, ) =Min ) 20,5(- 5‏ 


أي أن ,ل بمثل المتغير الخارج ول ممثل اللتغير الداخل وكما هو موضح بالجدول (35-4): 
الجدول (4 -35) 


1 
العرض ۳ ۴ ١‏ إلى 
من 
2 3 2 
20 | ال لكك م A‏ 
15 5 
4 5 3 
20 | الل | اا 8 
5 15 
4 2 3 
25 0 
25 
65 
20 30 15 الطلب 
65 


Z =5 )3 ( + 15 )2 ( + 15)3( + 5 )4( + 25) 2( = 0 
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56 
اذ 00 النقل‎ OSS Transportation Problem 


2-6-4: طريقة التوزيع h|klعدMethodJ The Modified Distribution‏ 
تستخدم هذه الطريقة لاختبار أمثلية الحل الأولي وهي أكفاً من الطريقة السابقة التي تعتمد على تكوين 
مسارات مغلقة للمتغيرات غير الأساسية ومن ثم إيجاد المتغير غير الأساسي الذي يساهم بتقليل مجموع كلف 
النقل أما هذه الطريقة فهي قادرة على تحديد المتغير غير الأساسي الذى ي يساهم بتقليل مجموع كلف النقل 

مباشرة وتتلخص خطوات هذه الطريقة بالآتي: 
1. إيجاد قيم ,نا التي تمثل المصادر وقيم ٠,‏ والتي تمثل المواقع بحيث: 
ie ( 3 4)‏ رل) ك الا دين 
ا لمعادلة (3-4) تطبق للمتغيرات الأساسية ( الخلايا غير الفارغة ( في الحل الأولي. 


2. حساب معاملات الكلفة النسبية للمتغيرات غير الأساسية وكالآن: 
ب )4-4( سس ( ¥ + C, = (U,‏ = 


3. إذا كانت معاملات الكلفة النسبية موجبة فهذا يدل على أن الحل الأولي هو حل أمثل أما أذا كانت 
سالبة أو احتوت على بعض القيم السالبة فيتم اختيار المتغير غير الأساسي ذو معامل الكلفة النسبية 
الأقل ( الأكثر سالبية ) ليمثل المتغير الداخل. 

4. تكوين مسار مغلق للمتغير الداخل الذي تم اختياره في الخطوة (3) لتحديد عدد الوحدات التي 
سوف يتم تخصيصها له وبنفس أسلوب طريقة امسار المتعرج. 

5. نكرر الخطوات السابقة إلى أن يتم التوصل إلى الحل الأمثل. 


مثال ( 13-4 ): أختبر أمثلية الحل لمسألة النقل المعرفة بالمثال (1-4) باستخدام طريقة التوزيع 


امعدل. 
الحل: جدول الحل الأولى لمسألة النقل يكون بالصيغة الآتية: 
العرض 7 ۲ ۱ إلى 5 
هن 
8 12 10 
A 750 u,=0‏ 
250 500 
10 7 8 
5-=رu‏ 500 8 
250 250 
1250 
1250 250 500 500 الطلب 
Vv, = 0 v= 2 v4 = 5‏ 
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57 
0 PODER زذ‎ 1 1 21 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 7 ١ لنقل‎ ١ مسالة‎ 


من ال معادلة (4 -3 ) نحصل على: 
U, + Vv, = 0‏ 
U, +¥, = 12‏ 


(5-4) ......( 202020202020 7 > بلاط رلا 


V4 = 0‏ + يلآ 
نظام المعادلات ( 4 -5 ) يتكون من أربعة معادلات وخمسة متغيرات وهذا يعني أنه بالإمكان الحصول 
على عدد غير محدود من الحلول ولتعين حل معين نخصص قيمة صفرية لأحد المتغيرات وليكن 0 = ,نا 

ولذلك فإن: 
7-15 :2-5 يلا , 12 وله 0 - Vv‏ 


1 


من ا معادلة(٤-٤)‏ نحصل على: 


C14 = Cg = (u, + v, (-8-)0+15(--7 


= C,, - (u, + V, ) =8-(-5+10)=3 رول‎ 


يتضح أن ,1 هو المتغير الداخل لذلك يتم تكوين مسار مغلق له وكالآتي: 
XK, > 1 > 1 > XL, > KX,‏ 
ولذلك فإن قيمة 12 هي: 
X= Min (X,, X,, ( =Min ) 250 , 250 ( = 0‏ 


أي أن المتغيريني,)1 , رر1 بمثلان المتغير الخارج وكما هو موضح بالجدول (36-4): 
الجدول (4 -36) 


إلى 
العرض ۳ ۲ ١‏ من 
8 12 10 
A 750 u,=0‏ 
250 500 
10 7 8 
2-=رu‏ 500 B E‏ 
500 
1250 
250 500 500 
1250 ا 
8< ب 9= Vv, =10 Vv‏ 
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5 
Transportation Problem‏ اا اس مسا لك النقل 


ما أن عدد المتغيرات الأساسية ( الخلايا غير الفارغة ) أقل من ( 1-«+« ) لذلك يتم تخصص القيمة ع) 

( للمتغير غير الأساسى ,7 , من المعادلة (4 - 3 ) نحصل على: 
U, +V, = 0‏ 
Uu, + V4 =8‏ 
U, +V, = 8‏ 
Uu + V =7‏ 

عندما 0 = u,‏ فإن: 

9 7 , 2 - - ركنا و 7-8 , 0 - Vv,‏ 


من المعادلة ( 4-4 ) نحصل على: 


= C, - (u, + v, )=12-(0+9)=3 C1» 


v, (-10-)-2+8(-4‏ + ينا ) - C4 = C,,‏ 
ها إن معاملات الكلفة النسبية موجبة لذلك فإن الجدول ( 36-4 ) هثل الحل الأمثل مجموع كلف 
نقل: 


Z = 500 (10 ( + 250)8( + 500)7( = 0 


مثال ( 14-4 ): أختبر أمثلية الحل ممسألة النقل المعرفة بالمثال (1-4) باستخدام طريقة التوزيع 


امعدل. 
الحل: جدول الحل الأولى لمسألة النقل يكون بالصيغة الآتية: 
العرض ۳ ۲ ۱ ای ١‏ 
من 
2 2 
A 20 u,=0‏ 
5 15 
4 3 
2=رu‏ 20 8 
20 
٤ 4‏ 
11-2 25 6 
20 5 
65 
2 20 30 15 الطلب 
2= ۷4 7-3 
من امعادلة (4- 3) نحصل على: 
U, + 7 =2‏ 
3 = رV+ U,‏ 
+V = 5‏ يلآ 
5 = 7+ ولا 
V4 =4‏ + يلا 


309 


عندما 0 = u,‏ فإن: 


من ال معادلة ( 4-4 ) نحصل على: 
(u, +v,)=2- (0+2) =0‏ ديك د C4‏ 
CEA‏ دوك Cy SCS‏ 
(u, +¥) = 4- (2+2) =0 O4‏ دي - 
و0 0= )2+2( -4= )+ (u‏ دري - 


ري يمثل اللتغير الداخل لأنه ذو قيمة سالبة من حيث معامل الربح النسبي ,امسار المغلق ل يكون 
بالصورة الآتية: 
۸ ج 1 ج ر۸ جد ريا ج۸ 
ولذلك فإن قيمة ,1 هي: 
X= Min (X, 1 ( =Min ) 20,15 ( = 15‏ 


أي أن ,,) , هثل المتغير الخارج وكما هو موضح بالجدول ( 37-4 ): 


)37- 4( الجدول‎ 
إلى‎ 
١ ۱ ۲ ۳ ١ 
لعرض‎ 
2 3 2 
A 20 u,=0 
20 
3 5 4 
B 20 يلآ‎ 
15 5 
60 ٤ 2 25 =-1 
5 20 2 
65 
الطلب‎ 15 30 20 
Vv, =1 > 3 V4 -5 
من المعادلة (4 - 3 ) نحصل على:‎ 
U, FV, = 
U, +V, =3 
رلا‎ +0 - 5 
U, لام‎ =2 
U, +V, = 4 
فإن:‎ u, = 0 عندما‎ 
7-3 5 ا‎ 2 V1 ر 1- - وى‎ 79 -5 


من ال معادلة ( 4-4 ) نحصل على: 


30 


Transportation Problem 


قىمة 1 هي: 


65 


من المعادلة ( 4 - 3 ) نحصل على: 


عندما 0 = u,‏ فإن: 


العرض 
20 
20 


25 


65 


من ال معادلة ( 4-4 ) نحصل على: 


06 


1 


2-)0+1( 
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C4 ديه د‎ (u, +v,) =2 - (0 +5) - 3 


C4 = Cy = (u, +4) =4 - (2+5) = 3 


C31 = Cy = (U; +V,)= 4-(-1+1)=4‏ 
مكن اكاز أى من اون ا زلا ك وهل انها الاكتوسالبية مو سرت سام الريح ا 
ولنفترض ,× لذلك فإن المسار المغلق للمتغير,,1 يكون بالصورة الآتية: 


0 


الجدول (4 -38) 


۳ 


20 


= 4 


> XK 


1 


يب ج ,۸ 


23 


X= Min (X, X,, ) =Min (5,20) =5‏ 
أي أن المتغيرري7 هثل المتغير الخارج وكما هو موضح بالجدول ( 38-4 ): 


15 


VSS USAT VY 


إلى 


C1 =C, = (u, +v,)= 2-)0+4( = 2 
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C4 ديه د‎ (u, +v,) =2 - (0 +5) = 3 


57 
مسالة ١‏ لنقل يي 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 يز 2 2 2 1212 12 1212 1 1 1[ 1[زذ1 ذا TIERED RIOR‏ 


=Cy - (u, +¥) -5-)-1+3(-3‏ وو) 
=Cy = (ug +v,)=4-(-1+ 4) =1‏ روه 


,× هثل الممتغير الداخل لأنه الأكثر سالبية من حيث معامل الربح النسبي والمسار المغلق له يكون 
بالصورة الآتية: 


# ج ۸ج۸ جرج ,۸ 


13 33 18 


قيمة 12 هي: 
X,, ( =Min (20,15) = 15‏ ي0) X= Min‏ 


أي أن المتغير,,1 هثل المتغير الخارج وكما هو موضح بالجدول ( 39-4 ): 


الجدول ( 4 -39 ) 
|| 
العرض ۳ ١‏ إلى : 
من 
2 3 2 
A 20 u,=0‏ 
15 5 
4 5 3 
2=رu‏ 20 8 
5 15 
4 2 2 
uy=-1‏ 25 ا 56 
65 
20 30 15 الط 
65 1 - 
Vv, =1 Vv =3 ۷4 =2‏ 
من المعادلة ( 4 - 3 ) نحصل على: 
3= رV+ U,‏ 
U, +V, =2‏ 
U, +V, =3‏ 
U, +, =4‏ 
= ولاخ U,‏ 
عندما 0 = u,‏ فإن: 
1= ,¥ 1- ولا , 2 - رلا 2 - ونا 3= Vv‏ 


من ال معادلة ( 4-4 ) نحصل على: 
(u, +v,)= 2-(0+1)=1‏ ديه ع Cı‏ 


=Cy -(u,+vy)=5- (2+3) =0‏ وو 


C4 يه ع‎ - (u, +v,) =4 - ) -1+1( - 4 
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56 
AAAS Transportation Problem‏ ااا الس نينا لك النقل 


Cy = (u, +v,) = 4 - (-1 +2) =3‏ = وو 


ها أن معاملات الكلفة النسبية موجبة لذلك فإن الجدول (39-4) هثل الحل الأمثل مجموع كلف 
نقل: 


Z =5 )3 ( + 15)2( + 15 )3( + 5 )4( +25 )2( = 0 


ولوجود قيمة صفرية لأحد معاملات الربح النسبي رر فهذا يعني وجود حل أمثل آخر بدخول 


7-4: حل مسألة النقل غير المتوازنة 
Solve The Unbalanced Transportation Problem‏ 

في هذه الفقرة سوف يتم توضيح حل مسألة النقل غير المتوازنة المتكونة بسب كون كمية الطلب عند المواقع أكبر 
أو أقل من كمية العرض عند المصادر وكما هو موضح بالمثالين الآتبين 
مثال (4 - 15 ): أوجد الحل الأمثل لمسألة المباني على افتراض أن كمية الطلب للموقع الأول 
(المشروع الأول) هى 25 ألف طن بدلا من 15 ألف طن. 
الحل: ١‏ 

في هذه الحالة كمية الطلب أكبر من كمية العرض لذلك يصار إلى إضافة مصدر وهمي (مخزن 
وهمي) بحيث أن كلف النقل من هذا المصدر هي صفر وكما هو موضح بالجدول (40-4): 

الجدول (4 -40) 


إ 
العرض ۳ ۲ ١‏ إلى 
من 
2 3 2 
A 20‏ 
4 5 3 
B 20‏ 
4 2 ع 
25 2 
0 0 0 
D 10‏ 
75 
20 30 25 الطلب 
75 
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57 
مسالة النقل ١‏ 7 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ز2ز2ز2ز2 2 2ز2ز2ز2ز2ز2ز 2 ز2 2 ز2ز2ز2ز2 2 ز 2 2 2 ز 2 ز ز 1 1 اا 


الحل الأمثل للمسالة موضح بالجدول(4 - 41 ): 


الجدول (4 -41) 
إلى 
العرض ۳ ۲ ١‏ 0 1 
من 
2 3 2 
A 20‏ 
15 5 
4 5 3 
B 20‏ 
20 
٤ 2 4 2‏ ج 
25 
0 0 0 
D 10‏ 
5 5 
75 
20 30 25 الطلب 
75 


مع العلم أن المسألة تمتلك حلول مثلى أخرى. 


مثال (4 - 16): أوجد الحل الأمثل ممسألة المباني على افتراض أن كمية العرض للمصدر الأول ( 
المخزن الأول ) هي 35 ألف طن بدلا من 20 ألف طن. 


الحل: 
في هذه الحالة كمية العرض أكبر من كمية الطلب لذلك يصار إلى إضافة موقع وهمي (مشروع 
وهمي) بحيث أن كلف النقل إلى المشروع الوهمي هي صفر وكما هو موضح بالجدول ( 42-4 ): 


)42- 4( الجدول‎ 
إلى‎ 5 
: ١ ۲ ۳ D ١ 
لعرض ص‎ 
2 3 2 0 
A 35 
3 5 4 0 
B 20 
٤ 2 4 0 
6 25 
80 
الطلب‎ 15 30 20 15 80 


الحل الأمثل للمسألة موضح بالجدول )٤١-٤(‏ مجموع كلفة مقداره )٠١١(‏ مليون دينار: 
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النقل‎ 8 RL E O E ADER RDS Transportation Problem 


)43- 4( الجدول‎ 
إلى‎ 
5 ١ ١ ۲ ۴ D العرض‎ 
من‎ 
2 3 2 0 
A 35 
10 5 20 
3 5 4 0 
B 20 
5 15 
٤ 2 4 0 
6 25 
25 
80 
الطلب‎ 15 30 20 15 8 


8-4: مسألة التعظيم A maximization Problem‏ 
مسألة التعظيم تمثل مسألة نقل تتضمن توزيع الوحدات (المنتج ) من عدد من المصادر إلى 
ال مواقع بحيث نحصل على أعلى ربح متوقع ,حل هكذا نوع من المسائل يتم باستخدام نفس الطرائق 
السابقة التي استخدمت لإيجاد الحل الأول والأمثل ممسألة التقليل مع وجود فارق بسيط وكما هو 

موضح بالمثال الآق. 

مثال (17-4): أوجد الحل الأمثل لمسألة السيارات على افتراض أن كلفة تصدير السيارة الواحدة تمثل 
ربح تصدير السيارة الواحدة. 

الحل: 

لإيجاد الحل الأولي لسألة النقل نستخدم طريقة المجاميع وذلك من خلال اختيار الصف الذي يمثل 
أعلى مجموع أرباح ومن ثم طرح أرباح الصف من أعلى ربح ف العمود المناظر فيتكون صف حجديد 
من الأرباح ويتم التخصيص للقيمة الأكثر سالبية في الصف الجديد على أن التخصيص يتم للقيم 
السالبة فقط وعلى هذا الأساس فإن الحل الأولي ممسألة السيارات يكون بالصيغة الموضحة بالجدول ) 


( 4- 44: 
الجدول (4 -44) 
: إلى 
العرض 4 ۳ 7 ١‏ 3 5 
من 
3 2 2 1 
A 40‏ 
25 15 
4 3 3 2 
B 30‏ 
20 10 
2 3 1 3 
25 
5 20 8 
95 
3 20 30 25 20 الطلب 
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لاختبار أمثلية الحل للجدول ( 4 - 44 ) نستخدم طريقة التوزيع ا معدل بحيث معاملات الكلفة 

النسبية أذا كانت سالبة فهذا يدل على أمثلية الحل أما أذا كانت موجبة فيدل على أن الحل الأولي هو 

غير أمثل ويتم اختيار المتغير ذو معامل الكلفة النسبية الأعلى ليمثل امتغير الداخل ولذلك فإن: 
2= رV‏ 
2= 
3 >7 
4 = 
4 
3 >7 


+V 


¥ 
و37 
V2‏ 
4 
و37 


u, 
u, 
يا‎ + 
u, 
u; 
11+ 

عندما 0 = u,‏ فإن: 


من المعادلة ( 4-4 ) نحصل على: 


Cı ديه ع‎ (u, + v,)=1- (0+3) = 2 


= C= (u, + v,)=3-(0+3)=0C04 
Cı ديه ع‎ (u, + v,)=2- (1+3) = -2 
وو‎ =Cy = (u, + v,)=3- (1+2) =0 


C=C, = (u, + Vv) =1 - (1+2) =-2 


C34 - © 2--(1+3)-2<-(7ا+ين)-‎ 

ما أن معاملات الكلفة النسبية غير موجبة لذلك فإن الحل الأولي يمثل حلا أمثلا مع العلم أن المسألة 
تمتلك حلول مثلى أخرى ومجموع أرباح النقل هو 

Z = 15 )2 ( + 25 )2( + 10 )3( + 20 (4) + E = 5 


Time Problem مسألة الوقت‎ :9-4 

نوضح مسألة الوقت من خلال امثال الآن: 

مثال (18-4): شركة لإنتاج الألبان تمتلك ثلاثة معامل إنتاجية , القدرة الإنتاجية لكل معمل هي ( 
( 100 , 80 , 110 وحدة يوميا على التوالي وعلى الشركة أن تجهز أربعة مراكز استهلاكية بكمية مقدارها 
( 80 , 60 , 50 , 100 ) وحدة يوميا على التوالي , هدف الشركة هو توزيع منتجاتها على ال مراكز 
الاستهلاكية بأسرع وقت ممكن وذلك تجنبا لتلف المنتوجات مع العلم أن الوقت المتطلب لإيصال 
امنتج 
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5 
ذا النقل‎ ARS RASA Transportation Problem 


الواحد من المعمل الأول إلى المراكز الاستهلاكية هو (1,3,2,1) ساعة على التوالي ومن المعمل 
الثاني هو (2 , 2 , 4 , 3 ) ساعة على التوالي ومن المعمل الثالث هو (4,3,3 ,2) ساعة على التوالي 
أوجد التوزيع الأمثل للمنتوجات والذي يحقق أقل وقت ممكن لتوزيع المنتوجات. 


الحل: الحل الأولي للمسألة باستخدام طريقة المجاميع موضح بالجدول (4 - 5ه ): 


الجدول (4 -45) 
]1 
العرض 4 ۳ ۲ ١‏ إلى 
A 100‏ 
20 80 
B 80‏ 
20 60 
110 6 
80 30 
290 
2 100 50 60 80 الطلب 


الجدول (4 - 45 ) يمثل كذلك الحل الأمثل للمسألة بمجموع وقت: 
0 - )2( 80 + )4( 30 + )4( 20 + )2( 60 + )20(1 + ) 1( 80 = 2 


هذا مع العلم أن المسألة تتملك حلول مثلى أخرى. 


10-4: الطرق الممنوعة Prohibited Routes‏ 
بعض مسائل النقل تكون فيها كلفة أو ربح أو وقت الوحدة الواحدة المنقولة من مصدر معين 
إلى موقع معين غير معلومة بصورة مؤكدة لأسباب مختلفة, علاج هكذا نوع من المسائل يتم عن 

طريق تخصيص × بحيث أن: 

: عدد كبير جدا هثل كلفة أو وقت الوحدة الواحدة المنقولة من المصدر إلى الموقع. 

: عدد صغير جدا هثل ربح الوحدة الواحدة المنقولة من المصدر إلى الموقع. 

مثال (19-4): لمسألة الوقت المعرفة بالمثال ( 4 - 18 ) أوجد الحل الأمثل لها على افتراض أن 
وقت الوحدة الواحدة المنقولة من ال مصدر الثاني إلى الموقع الثاني ( رر ) غير معلوم وكذلك وقت 
الوحدة الواحدة المنقولة من المصدر الثالث إلى الموقع الرابع (ي,). 


317 


Transportation Problem. 


الحل: جدول النقل يكون بالصيغة الآتية: 


)46- 4( الجدول‎ 
1 
١ إلى‎ ١ 7 ۳ 4 العرض‎ 
من‎ 
1 2 3 1 
A 100 7 
100 
2 M 4 3 
B 80 M+9 
3 4 M 
© 110 M+10 
290 
الطلب‎ 80 60 50 100 350 
1 1 1 2 


لإيجاد الحل الأولي نستخدم طريقة ال مجاميع,المرحلة الأولى موضحة بالجدول (61-6), المرحلة الثانية 
موضحة بالجدول (6-/ا6): 


M+6 


10 


العرض 
80 


110 


190 
190 


المرحلة الثالثة موضحة بالجدول(٤-48):‏ 


80 


50 


130 


130 


الجدول (4 -47 
۳ 


50 


( 


60 


الجدول (4 -48) 


3 


50 


الحل الأولي للمسألة موضح بالجدول(65-6): 


38 


4 


4 


80 


80 


80 


إلى 


إلى 


الطلب 


الطلب 


Transportation Problem 


الجدول (4 -49) 
: إلى 
١ 7 4 ۱‏ 
لعرض ص 
1 3 2 1 
100 4 
100 
M 4 3‏ 2 
B 80‏ 
80 
M‏ 4 3 3 
110 © 
50 60 
290 
0 100 50 60 80 الطلب 
لاختبار أمثيلة الحل للجدول في أعلاه نستخدم طريقة التوزيع المعدل وكالاق: 
الجدول (4 -50) 
5 إلى 
١ 7 4 ۱‏ 
لعرض ص 
59 1 3 2 1 1 
E 100‏ 
M 4 3 5‏ 2 
80 
M‏ 4 3 3 
110 3 7 7 6 
290 
و3 100 50 60 80 الطلب 
U, 7 =‏ 
Uu, +V, =‏ 
U, +¥, =‏ 
U, +V =3‏ 
= ولط U,‏ 
U HVS‏ 
عندما 0 = u,‏ فإن: 
97-2 10> يلا , 2 2 ولام 1= V4=1l, Uu,‏ م 7-1 
1-(0+1)-2- ( ل (u,‏ دي0 د وو 
(U, +9(-3-)0+2(-1‏ -ى© = 34 
C= (u, tv )=M- )1+1(- 2814-2‏ = 34 
(u, +v,) =4 - (1+2) =1 0;4‏ ديه = 
(u, +v,)=3- (1+1) =1‏ دي د C4‏ 
=Cy,- (u, +v,) = M-(2+1)= M-3‏ وو 


الحل في أعلاه هثل الحل الأمثل للمسالة أيضا مجموع وقت نقل مقداره: 
Z = 100(1)+ 80)2(+ 60)3(+ 50(4) = 0‏ 
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11-4: الأنموذج المقابل و مسألة النقل 
Dual Model And Transportation Problem‏ 


1-11-4 الصيغة الرياضية للأنموذج المقابل 
Mathematical Formulation Of The Dual Model‏ 
الصيغة العامة لأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) الذي هثل مسألة النقل هي: 


Min Z = م‎ C; 1 
i=1 ادر‎ 
S.T 

X۸, < a, قيود العرض ) و =2 ,1كا‎ ( 
1 
Þ3 X> b, SI ,١  ) قيود الطلب‎ ( 
ا‎ 

> 0 

1j 

بإعادة كتابة القيود (2 به > ,بالصيغة ,ه-<(,۸- (<) فإن أنموذج البرمجة الخطية 
اد 1=ز 


يصبح بالصيغة الآتية: 


Min Z = SDKs 


i=1 =1 
S.t 

n 
3-y, )>-ai i=12......m 
j-1 
m 

1; > ارط‎ j=1,2 مس‎ ,n 
ع‎ 

75 0 

1 


بافتراض أن المتغير ا يشير إلى 1 من قيود العرض و ر۷ يشير إلى ز من قيود الطلب بحيث , نا و ١‏ 
تمثل متغيرات الأنموذج المقابل وعلى هذا الأساس فإن الأنموذج المقابل يكون بالصيغة الآتية: 


n m 
Max T = Db; - 3 au, 
j= i=1 


S.t 


30 


قيود النموذج ا مقابل ممكن أن تكتب بالصيغة ,ا + ر٥‏ > ر۷ 


2-11-4: تفسير الأموذج المقابل Interpretation Of The Dual Model‏ 
صيغة أنموذج البرمجة الخطية (1.5) بمسألة المباني المعرفة بالفقرة (4 -4 -2) تكون كالآق: 
Min Z= 2X + 37, + 21+ 3K, + 5K, + 4, + 47, + 21 + 4K,‏ 


S.T 
- 1 - 7 - 4 <-0 
- يا - يي - و1‎ <-0 
- يب - ب(‎ - 4 <-5 
7 + يا‎ + ۸ < 15 
X, +X, + ۸ < 0 
X, +۸, +۸, < 0 


صيغة الأموذج المقابل تكون كا 


Ls 
2 


Max T = -20u,-20u, -25u,+ 15 v, + 30 Vv, + 20 Vv, 


S.T 
“Uu, +737 > 2 
-U, +800 > 3 
MEV S2 
U FEV S3 
SU FNS 
-Uu,+V, > 4 
- و1‎ +7, > 4 
-1u, +90 > 2 
U EV 4ك‎ 


الحل الأمثل ممسألة المباني هو: 


5= , كدي , كادي , 15 -,/ , X=5‏ 
من الحل الأمثل للمسألة تتكون العلاقات الآتية: 
Vy = + 3‏ 
2 خا = Vg‏ 
3 + ,وا > Vj‏ 
4 + ينا > يا 
Vy = 1+2‏ 
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عندما 0 = u,‏ فإن: 
0 -1 ; 2-'كا ,3 ,V‏ 7-1و 1 511 2- 2 رلا 


ما أن تقليل الأول يساوي تعظيم امقابل لسألة النقل فإن: 


Roe E e (6 -4( 
7 ع‎ 


i=1 ادر‎ 


Sa DA e (7 -4( 
اح‎ 


3 18 
ا 
2 

بيعت 
5 1 
5 
بت 
E‏ 
1 
ج 


أي -[ کے + رر 


i= ادر‎ 

mn 

DD )رز‎ tu, =Vj)=0 (8-4) 

a ولذلك فإن:‎ )©, + u, -۷,(<0 إذن 0 < ,× و‎ 
VSG FE if X۸, > 0 

S Cj + U, if X= 0‏ رلا 


12-4: جدولة الإنتاج وسعة الخزن 
Production Scheduling And Inventory Storage‏ 

yS‏ ,في هذه الفقرة سوف 
بحيث أن الشركة ترغب بجدولة إنتاجها على مدار السنة مع العلم أن الطلب ان المنتج کو 
مسبقا وکالآتي: 

0 وحدة للربع الأول من السنة 

0 وحدة للربع الثاني من السنة 

0 وحدة للربع الثالث من السنة 

0 وحدة ؛ للربع الرابع من السنة 
قدرة الشركة على الإنتاج على مدار السنة هي كالاآن: 

0 وحدة للربع الأول من السنة 

0 وحدة للربع الثاني من السنة 


322 


5 
النقل‎ SSSA ASRS Transportation Problem 


0 وحدة للربع الثالث من السنة 

0 وحدة ؛ للربع الرابع من السنة 
هنالك نوعين من الكلف كلف الإنتاج وكلف الخزن , كلفة أنتاج الوحدة الواحدة في الربع الأول والثاني 
هي 0 آلاف دينار و كلفة إنتاجها ف الربع الثالث والرابع هي 1 ألف دينار وكلفة الخزن تبلغ 2 ألف 
دينار لكل وحدة في نهاية كل ربع سنوي , الشركة ترغب في جدولة الإنتاج في كل ربع سنوي بحيث 


امسألة ممكن ا بشكل جدول نقل وكالآق: 
الجدول (4 - 49 ) 
القدرة الربع 
الإنتاجية ١ ۳ ٤ D.‏ السنوي 
١ 1۰ ۱۲۳ 1 1 ٠.‏ 
17۰ 
٠.‏ ع1 ¥ 1۰ 
f‏ 1 
1 11 5 
1 
٤ 1۱ ۰‏ 
1۰ 
1 8 17۰ 17۰ 1۰ 1۰ الطلب 


صفوف الجدول (4 - 49 ) تمثل القدرة الإنتاجية للشركة مصنفة حسب الأرباع السنوية أما الأعمدة 
فتمثل الطلب و العمود (.2 ) هو عمود وهمي طوازنة الطلب مع القدرة الإنتاجية , الكلف ف 
الجدول تمثل كلف الإنتاج والخزن مسألة جدولة الإنتاج مشابهة ممسألة الطرق ال ممنوعة ولذلك يتم 
استخدام نفس الأسلوب لإيجاد الحل الأمثل وامتمثل بالجدول (4 - 50 ): 


)50 - 4( الجدول‎ 
الربع‎ ١ ۲ ۳ ٤ D العرض‎ 
دك 3 السنوي‎ 
١ ۱۲ 1 1 
3 1. 
١ ١ ١ 
١ ۳ 1٤ 
3 1 
1 86 
1 ۳ 
٠ 5 11۰ 
3 
ا | اا‎ | ۳۰ 
۰ ١ 
الطاب‎ ١ ١ ۲ 5 7 6 
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57 
ا‎ POOPED hetaaa stele Eee emilee taala Ses esa لنقل‎ ١ مسالة‎ 


من الجدول ( 4 - 50 ) يتضح أن الإنتاج في الربع الأول 100 تباع في الربع الأول و 10 وحدات تباع في 
الربع الثالث و بنفس الأسلوب يتم تفسير الإنتاج للأرباع الثلاثة الأخرى , مجموع كلفة الإنتاج والخزن 
0 ألف دينار. 


13-4: مسألة التخصيص The Assignment Problem‏ 
تمثل مسألة التخصيص حالة خاصة من مسألة النقل فبافتراض شركة ترغب في إنشاء أربعة أقسام 
وهنالك أربعة مكاتب مقاولات بإمكانها القيام بذلك وأن الشركة ترغب في إسناد إنشاء كل قسم إلى 
مكتب معين مع العلم أن هذه المكاتب لها القدرة على إنشاء أي قسم بحيث أن كلفة إنشاء أي قسم 

تختلف من مكتب إلى آخر وکما هو موضح بالجدول (4 - 51): 
الجدول (4 - 51) 


5 أقسام 
اك ١ ۲ ۳ ٤‏ 5 
A 0 ۷ ۸ ۱‏ 
1 
B ۷ 1 ٤ 3‏ 
۱ 
۸ 0 3 1 
۱ 
1١١ 4 8 ۷‏ 1 
1 ص ص 
4 ۱ ۱ ۱ ۱ ! ظٍ 


الشركة ترغب في تخصيص إنشاء الأقسام الأربعة إلى المكاتب الأربعة بحيث تحقق أقل كلفة. 


1-13-4: الصيغة الرياضية للمسألة 
Mathematical Statement Of The Problem‏ 


ممسألة إنشاء الأقسام هنالك 24 = !4 تخصيص ممكن حيث أن هنالك أربعة مكاتب وأربعة أقسام 


وكل مكتب يستطيع القيام بإنشاء قسم واحد فقط , وبافتراض أن 7 هشل قيمة التخصيص ل¡ من 
المكاتب و ز من الأقسام بحيث أن: 
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Transportation Problem 


تخصيص المكتب 1 لإنشاء القسم ز 1 4 
عدم التخصيص 1 


وعلى هذا الأساس فإن أنموذج البرمجة الخطية (1.2) بلسألة التخصيص يكون بالصيغة الآتية: 
4 4 
Min Z = IDE‏ 


i=1 ادر‎ 
S.T 


Xj >0‏ 
قيود عدم السالبية ممكن أن تكتب بالصيغة 1 ١اه‏ 0= ,× وكذلك فإن أنموذج البرمجة الخطية ) 
(1..2 ممكن أن يكتب بالصيغة الآتية: 


=7 ]آعم 
5.1 
n 7‏ 
1= 4 2 
اخ ك 


2-13-4: طرائق حل مسألة التخصيص 
Solution Methods Of Assignment Problem‏ 


Hungarian Method الطريقة الهنكارية‎ :1-2-13-4 

خطوات هذه الطريقة تتلخص بالاآن: 

3 طرح أقل كلفة من كل صف من كلف الصف ومن ثم أقل كلفة في كل عمود من كلف العمود 
وبهذا تتكون مصفوفة من الكلف الجديدة بحيث أن كل صف وعمود يحتوي على الأقل قيمة 


صفرية واحدة. 
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مسالة ١‏ لنقل tales navane esa‏ ز 2 ز2ز 2 2 2 2 11|12آذآآذذذأ ااا ا ا 


۳- نرسم اقل عدد من الخطوط المستقيمة بحيث تمر على جميع القيم الصفرية ,فإذا كان عدد الخطوط 
مساوي إلى عدد الصفوف أو الأعمدة فإن الحل يمثل حلا" امثلا"(في بعض المسائل نحصل على الحل الأمثل 
بمجرد طرح اقل كلفة في كل صف من كلف الصف ولا نحتاج إلى طرح اقل كلفة في كل عمود من كلف 
العمود). 

“*- في حال كون عدد الخطوط أقل من عدد الأعمدة أو الصفوف يتم اختيار أقل كلفة من الكلف 
اق جلها مطو طرجوا من جلذة لكلف لكلف الحو جر لبها خض] ونضاف بلكل 

> يتم تكرار الخطوتين 3,2 إلى أن يكونٍ عدد الخطوط يساوي عدد الأعمدة أو الصفوف أي 
أمكانية الحصول على الحل الأمثل للمسألة. 


مثال (18-4): أوجد الحل الأمثل لمسألة التخصيص ال معرفة بالفقرة (4 - 13). 


الحل: 
بطرح أقل كلفة في كل صف من كلف الصف فإن الجدول (4 -51 ) يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول 
(52-4): 
الجدول (4 - 52) 
العرض ١ ۲ ۳ ٤‏ إقسام a‏ 
0 ۳ ۲ . 1 
A 1‏ 
0 ۲ ۳ 
١‏ 8 
۳ 3 0 
١‏ سم 6 
١ ۲‏ 3 
D ١‏ 
4 
١ ١ ١ ١ 1‏ الطلب 


بطرح أقل كلفة في كل عمود من كلف العمود فإن الجدول (4 - 52 ) يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول 
(53-4): 
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النقل‎ dD RRS OR SADSALA ARAS Transportation Problem 


جدول ( 4 - 53) 


١ ۲ ۳ ٤ العرض‎ 


الغلاب 


مما أن عدد الخطوط أقل من عدد الصفوف أو عدد الأعمدة لذلك نختار أقل كلفة من الكلف التي م 
يمر عليها خط أي (1) ولذلك فإن الجدول (4 - 53 ) يصبح بالصيغة المعرفة بالجدول (4 -54): 
الجدول (4 -54) 


5 أقسام 
الق ١ ۲ ۳ ٤‏ ب 


ها أن عدد الخطوط يساوي عدد الصفوف أو الأعمدة لذلك فأنه بالإمكان الحصول على التخصيص 
الأمثل كالآتي: 
.١‏ يكون التخصيص للصف الذي يحتوي على صفر واحد فقط ومن ثم يتم إهمال كل صفر 
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مسالة ١‏ لنقل 2 2 2 2 2 ز 2 ز2 2 2 teras tala navane‏ 2 2 72 1212 1 1 1 1[ 1 آذ ذا ااا ا ا 


۳ يكون التخصيص للعمود الذي يحتوي على صفر واحد فقط ومن ثم يتم إهمال كل صفر 
RE YT‏ 
ولذلك فإن الحل الأمثل هو 
XX =1, =1, =1, =1, 75-3‏ 
أى أن: 
1 القسم الأول إلى المكتب الأول 
القسم الثاني إلى المكتب الثاني 
القسم الثالث إلى المكتب الثالث 
القسم الرابع إلى المكتب الرابع 


4 - 13 -2 - 2: طرائق مسألة النقل Transportation Problem Methods‏ 
الطرائق المستخدمة لحل مسألة النقل ممكن استخدامها لحل مسألة التخصيص وكما موضح 


بالمثال الأتي: 
مشثال 19-4): أوجد الحل الأمثل مسألة التخصيص العرفة بالفقرة (4 - 13) 
الحل: 
باستخدام طريقة اقل الكلف فإن الحل الأولي للمسألة يكون بالصيغة الآتية: 
الجدول (4 - 55) 
١ ۲ ۳ ٤ E‏ قتاع e‏ 
١‏ ۸ ۷ 0 
1 1 4 
۹ 3 3 ۷ 
١ ۹ 0 ۸‏ 
١ 5 ١‏ 6 
1١ ۸ ۹ ۷‏ 
١ ١‏ ال اا D‏ 
١ ١ ١ ١ 4‏ 
1 الطلب 


لاختبار امثلية الحل للجدول (4 - 55 ) نستخدم طريقة التوزيع المعدل بعد أن يتم تخصيص القيمة 
( 8) إلى ثلاثة خلايا ليصبح بالإمكان تكوين مسارات مغلقة وعلى هذا الأساس فإن الحل الأمثل يصبح 
بالصيغة ال معرفة بالجدول (4 - 56): 
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5 
Transportation Problem‏ مكنا لك النقل 


العرخ ٤‏ ۲ ا 
لعرض ۳ ١‏ مكاتب 
١‏ ۸ ۷ 0 
١ 1‏ 
٦1 8 0‏ ۷ 
١‏ 8 
١‏ 
١ 0 0 ۸‏ 5 
١ ١‏ 
۷ 9 ۸ ۱۱ 
D ١‏ 
١‏ 
١ ١ ١ ١ 1 1‏ الطلب 


وهذا يعني أن مكتب اممقاولات الأول يقوم بإنشاء القسم الأول والثاني يقوم بإنشاء القسم الثاني 
والثالث يقوم بإنشاء القسم الثالث والرابع يقوم بإنشاء القسم الرابع وبذلك نحصل على أقل كلفة 


3-13-4: مسألة التخصيص غير الممكن 
A problem With Impossible Assignment‏ 


نوضح هذه الفقرة من خلال امثال الآ: 


مثال (20-4): لمسألة التخصيص ال معرفة بالفقرة (4 - 13 ) نفترض أن اممكتب الأول غير قادر على 
إنشاء القسم الثالث والمكتب الرابع غير قادر على أنشاء القسم الثاني, أوجد الحل الأمثل بلسألة 
التخصيص. 

الحل: 

ا مسألة تمثل ما يسمى بالتخصيص غير ا ممكن والذي يحدث لعدة أسباب منها مثلا طبيعة العمل 
الذي يقوم به المكتب لا يتناسب مع الغرض من أنشاء القسم الذي قد يتطلب خبرة هندسية أكثر مما 
هي إنشائية ولذلك فإن مسألة التخصيص تكون بالصيغة الآنية: 
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الجدول (4 - 57) 


2 ا‎ ١ ۲ ۳ ٤ العرض‎ 
a 5 7 M ١ 
1 
8 ۷ ٦ 3 9 
١ 
6 ١ ۹ 0 ۸ 
١ 
2 11 M ۹ ۷ 
١ 
الظلب‎ ١ ١ ١ ١ 1 3 


باستخدام الطريقة الهنكارية نقوم بطرح اقل كلفة قي كل صف من كلف الصف وكذلك أقل كلفة في 
كل عمود من كلف العمود ولذلك تتكون مسألة بكلف جديدة وكما هو موضح بالجدول (4 - 58): 
الجدول (4 - 0۸ ) 


آقسا 
العرض e ١ ۲ ۳ ٤‏ 
A‏ 
1 لا لا 
8 
١‏ 
۲ 0 6 
١‏ 
1-5 5 2 
١‏ 
١ ١ ١ ١ , 4‏ الطاب 


ما أن عدد الخطوط يساوي عدد الصفوف أو الأعمدة لذلك فإن التخصيص الأمثل هو: 
2-3 ,1=, ,1 


هذا مع العلم أن 10 تمثل قيمة كبيرة جدا. 


4-13-4: مسألة عدم تساوي الصفوف و الأعمدة 

A problem With Unequal Rows And Columns 
مسألة التخصيص يشترط فيها أن يكون عدد الصفوف يساوي عدد الأعمدة وفي حال كون عدد‎ 
الصفوف أكبر من عدد الأعمدة يصار إلى إضافة عمود وهمى بكلف‎ 
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5 
Transportation Problem‏ ااا ا متنا لك النقل 


صفرية أما في حال كون عدد الأعمدة أكبر من عدد الصفوف فيصار إلى إضافة صف وهمي بكلف 
صفرية وكما هو موضح بالمثال الآتي: 


مثال (21-4): أوجد الحل الأمثل لمسألة التخصيص الآتية: 


|| 
TT ١ 3 ۳ العرض‎ 
A ع‎ 0 ۸ 
1 
8 ۷ 2 1 
1 
الطلب‎ ١ 0 ١ دم‎ 


الحل: 
ها أن عدد الصفوف أقل من عدد الأعمدة فيتم إضافة صف وهمي بكلف صفرية وكالآق: 
الجدول (4 - 59 ) 


1 
العرض ۳ ۲ ١‏ إلى 
من 
۸ 0 ۴ 
A ۱‏ 
1 3 ۷ 
۱ الل اط 8 
1 الل لل لل 187 
۳ 1 1 الطلب 


5 ١ 
باستخدام الطريقة الهنكارية نقوم بطرح أقل كلفة في كل صف من كلف الصف فيتكون جدول كلف‎ 
:)60- 4( جديد والمعرف بالجدول‎ 
) 60 - 4( الجدول‎ 
إلى‎ 


العرخ ۳ ١‏ 
لعرض 8 


١ 1 1‏ الطلب 
مما أن عدد الخطوط يساوي عدد الصفوف أو الأعمدة لذلك فإن التخصيص الأمثل هو: 


١ 
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۸4 يخصص إلى ١‏ 

8 يخصص إلى ۲ 
عند تطبيق الطريقة الهنكارية في حالة إضافة صف وهمي يتم طرح اقل كلفة في كل صف من كلف 
الصف فقط أما في حالة إضافة عمود وهمي فيتم طرح أقل كلفة في كل عمود من كلف العمود فقط. 


5-13-4: مسألة تخصيص العمل A job - Assignment Problem‏ 
الشرط الأساسي ممسألة التخصيص هو أن عدد الصفوف يساوي عدد الأعمدة وفي حالة عدم تحقق هذا 
الشرط فإن الطريقة الهنكارية لامكن تطبيقها ولحل هكذا نوع من المسائل يتم استخدام طريقة 
الجدول اطمحورة ) (Modified Index Method‏ فبافتراض شركة تملك أربعة مكائن وعليها القيام ب(8) 
أعمال مختلفة بحيث ن أن كل ماكنة تستطيع القيام بأي عمل من الأعمال الثمانية مع العلم أن الوقت 
المتطلب لإنجاز أي عمل يختلف من ماكنة إلى أخرى وذلك حسب كفاءة اماكنة وكذلك فإن كل ماكنة 

محددة بوقت معين للعمل وكما هو موضح بالجدول (4- 61 ): 


الجدول (61-4) 

A B 6 D‏ ا ال 
9 7 7 5 1 

2 6 4 5 7 

3 4 3 6 4 

4 8 10 9 5 

5 10 6 11 12 

6 9 5 8 10 

7 8 12 9 14 

13 11 10 8 8 
10 18 12 20 وقت العمل 


الخطوة الأولى لطريقة ( 11۷ ) هو حساب الفرق بين أقل وقتين لازمين لإكمال أي عمل وبهذا يتكون عمود 
جديد يتم اختيار أعلى قيمة من هذا العمود ويتم التخصيص لأقل وقت في الصف ( العمل ) المناظر للقيمة 
ا مختارة وكما موضح بالجدول (4 -62): 
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النقل‎ I LB DR RSS DD SDSS Transportation Problem 


الجدول (4 - 62 ) 
فرق الوقت A B 6 D‏ اكد 

1 5 7 7 9 2 

2 6 4 5 7 1 

3 4 3 6 4 1 

4 8 10 9 5 3 

5 10 6 11 12 4 

6 9 5 8 10 3 

7 8 12 9 14 1 

2 13 11 10 8 8 
10 18 12 20 وقت العمل 
10 18 6 20 الوقت الباقي 


من الجدول (4 - 62 ) يتضح أن أعلى فرق يتمثل بالعمل الخامس لذلك يتم تخصيص العمل الخامس 
لأحد المكائن ذات الوقت الأقل والمتمثل بالماكنة 8 لذلك فإن وقت العمل للماكنة 8 سوف ينقص 6 
ساعات. 

الخطوة الثانية تتمثل باختيار فرق الوقت الأعلى من الأعمال المتبقية ( أي عدا العمل الخامس) ويتمثل بالعملين 
الرابع والسادس ويتم التخصيص لهما وهكذا نستمر إلى أن تستنفذ إحدى المكائن وقت العمل الخاص بها وكما 
هو موضح بالجدول (4 - 63 ): 


الجدول (4 - 63 ) 
فرق الوقت A B 6 D‏ اک امال 

1 5 7 7 9 9 

2 6 4 5 7 1 

3 4 3 6 4 1 

4 8 10 9 5 3 
5 10 6 11 12 

6 9 5 8 10 3 

7 8 12 9 14 1 

2 13 11 10 8 8 
10 18 12 20 وقت العمل 
١ 18 0‏ 20 الوقت الباقي 


من الجدول (4 - 63 ) نلاحظ أن الماكنة 8 بقي لها من الوقت ساعة عمل واحدة وهي لا تكفي لأي 
عمل من الأعمال لذلك يستبعد عمود 8 من الحسابات ويتم تكرار الخطوتين الأولى والثانية إلى أن يتم 
الحصول على التخصيص الأمثل وكما هو موضح بالجدول (4 -64): 
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الجدول (4 - 64 ) 
فوق الوقت D‏ 6 8 4 3 5 
2 9 7 7 5 1 
1 7 5 4 6 2 
0 4 6 3 4 3 
5 9 10 8 4 
12 11 6 10 5 
10 8 5 9 6 
1 14 9 12 8 7 
3 13 11 10 8 8 
10 18 12 20 وقت العمل 
5 4 1 ۳ الوقت الباقي 


من الجدول (4 - 64 ) يتضح أن الماكنة 4 سوف تقوم بالأعمال (8,3,1) و الماكنة 8 سوف تقوم 
بالأعمال ( 6,5 ) و الماكنة © سوف تقوم بالأعمال ( 7,2) وامطاكنة 2 سوف تقوم بالعمل الرابع. 


4 -14: أنموذج الشحنٍ The Transshipment Model‏ 
مسألة النقل تفترض أن النقل من المصدر إلى ا موقع يكون مباشر ولكن في حال كون النقل غير 
مباشر إي أن النقل من المصدر مر بنقاط متعددة إلى أن يصل إلى ا موقع فهذا ما يسمى بأموذج 

الشحن. 
لنفترض مسألة نقل متمثلة بمصدرين للعرض وكما موضح بالشكل (1-4) حيث أن الأرقام على 
الأمهم تمثل الكلف: 


الشكل (1-4) 
كمية العرض للمصدرين (1 ,2 ) هي ( 1000 , 1200 ) وحدة على التوالي , كمية الطلب للمواقع (7,6,5) هي 1 
(800 , 900 عل التوالي , عملية وصول الوحدات من مصادر العرض إلى مواقع الطلب تتم من خلال مركزين للتوزيع ) 
)3 ,4 بحيث أن النقاط (2,1) تدعى بنقاط العرض الرئيسية ) Pure Supply Pointes‏ ) لأنها تمثل مصادر العرض ي 
إنها نقاط لخروج 
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56 
Transportation Problem‏ اا مسا لك النقل 


الوحدات وكما هو موضح بالأسهم بالشكل (4 ) أما النقطة (7) فتدعى نقطة الطلب الرئيسية ( ”٣ء05 Pure‏ ) 
Point‏ لأنها تمثل نقطة لاستلام أو دخول 0 فقط أما النقاط (3 , 4 , 5 , 6 ) فتدعى نقاط الشحن ) 
Transshipment Nodes)‏ لأنها تمثل نقاط لدخول وخروج الوحدات أي الوحدات المنقولة من ال مصدر تمر بهذه النقاط 
قبل وصولها إلى امموقع 

لإيضاح عملية ا الشحن نبين أولا كيفية التعبير من المسألة بصيغة أنموذج برمجة خطية (2..آ ) ومن ثم 
تحويل هذا الأموذج إلى أنموذج نقل بحيث أن 12 هثل عدد الوحدات المنقولة من النقطة 1 إلى النقطة ز ولذلك فإن 
أنموذج البرمجة الخطية (1..20) ممكن توضيحه بالجدول الآني: 


الجدول( 4 - 65 ) 
6 8 


3 4 2 5 7 4 5 5 3 
النقاط‎ Min 
1 1 1 14 4 14 1 1 14 4 
3 14 23 24 34 35 36 46 47 56 67 
5 1 1 = 1000 
0 1 1 = 0 
1 1 1 1 1 = 0 
1 1 1 1 1 = 0 
5 1 1 = - 0 
5 1 1 1 1 = - 0 
5 -1 -1 = - 0 


من الجدول ( 4- 5 نلاحظ أن كل نقطة تمثل قيد من قيود أنموذج البرمجة الخطية (.1.2) وكذلك 
تمثل خط سير النقطة أي الوحدات الداخلة والخارجة من النقطة بحيث أن عدد الوحدات الداخلة 
يساوي عدد الوحدات 00 أي 

وعلى هذا الأساس فإن N‏ , 2 ) وقيمة سالبة 
للنقاط (5 ,7.6 ) وقيمة صفرية للنقاط ( 3 ,4) وكما هو موضح بالجدول (4 - 65) وأن معامل 1 
يكون (1) للصف 1 و(1- -) للصف ز. 
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أنموذج البرمجة الخطية )1.٨.(‏ المعرف بالجدول (4 - 65 ) ممكن تحويله إلى أنموذج نقل مكافيء 
معادلات النقاط (1, 2 , 7) ممكن أن تكتب بالصيغة الآتية: 


2 + X= 1000 ل‎ )9-4( 
KX, + X= 1200 -------- )10-4( 
XK, + X= 500 -------- )11-4( 


(12-4) سد 4 1 =۸ + ع1 
(13-4) سد 1 + +X = K+ KX,‏ 7 
(14-4) ل .۸-800 X=‏ 

X= K+ X4+ لس 0 900 دي‎ )15-4( 


بإضافة متغير وهمي غير سالب ,۸× فإن المعادلات (4 - 12) إلى (4 - 15 ) تصبح: 


K+ KX, + X. + X= K+ XK +L, - )16-4( 
K+ + XK + Kg = XK + Kt K+ 1 سد‎ )17-4( 
X= Kr Kt Kg 7 += + (4-800... سس‎ )18-4( 
XK + + (4-900 لس‎ )19-4( 
بدخول 8 كقيمة كبيرة فإن المعادلات (4 - 16 ) إلى ( 4 - 19 ) ممكن إعادة كتابتها بالصيغة الآتية:‎ 
7 لس 8ح بجي‎ )20-4( 
Xr Lj +L, Bunn )21-4( 
Xr Kg + XL, د 00202020202020 "للك‎ )22-4( 
7 ري يا‎ +X, سس 80ح‎ )23-4( 
1 8ح‎ n )24-4( 
K+ - 800+B 1 سس‎ )25-4( 
1 SB. n )26-4( 
Xt جب‎ X= 900 +800000000000 سس‎ )27-4( 


باعتبار )1 عبارة عن متغيرات وهمية ولتحقيق ال معادلات ف أعلاه فإن قيمة 8 يجب على الأقل أن 
تساوى عدد الوحدات ال معروضة أى: 1 

B > 1000 + 1200- 2200 /‏ 
8 تدعى كمية الموازنة (غصدادصه معتقسط ) ولذلك فإن أنموذج النقل يكون بالصيغة ال موضحة بالجدول ) 
(66-4: 
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من الحا ول e E‏ 


۷ العرض‎ 
M 
5 
M 
1۰ 
M 
B 
X 
36 
B 
X 72 
5 
M 
B 
X 
7 
8 
12 1 
500 2200+4B 


900+B 


الجدول (4 - 66 ) 


0 


800+B 


M 


M 


B 


1. النقاط (2,1 ) ھی نقاط عرض رئ ئيسية لذلك فهى تمثل مصادر فقط. 


3. النقاط ( 5,4,3 ,6) هى نقاط عرض وطلب أي نقاط شحن . 


4. قيمة الطلب لنقاط الشحن تتمثل بعدد الوحدات المطلوبة زائد عدد الوحدات المعروضة أما قيمة 
العرض فتتمثل بعدد الوحدات ال معروضة فقط. 
عندما 2200 = 8 فإن الحل الأمثل ممسألة النقل هو: 


1-2 1000 , X,= 1200 , 4-800 , = 400 , 4= 1000, = 0 


إل كزين لاتوزيع:وذلك لتوزيعها غلى محل لع الدراجات كل مجل يحضاج إل 15 دراج هوان 
يوميا., كلف النقل من العمل إلى الراك التو زيت ومن ثم إل محلات الع مبينة بالكل 24 


النقطة (1 ): ا لمعمل 
النقطتان (2 , 3 ): مراكز التوزيع 
النقطتان (4 , 5 ): محلات البيع 


337 


57 
0 POGDRED hetaaa s ative Een enamine tena tales nava Ses aes 2727 لنقل‎ ١ مسالة‎ 


وأن الأرقام على الأقواس تمثل كلفة نقل الدراجة الواحدة. أوجد التوزيع الأمثل للدراجات الهوائية من 
المعمل إلى محلات البيع بحيث يحقق أقل كلفة نقل. 

الحل: 

النقطة (1 ) تمثل نقطة عرض رئيسية والنقطتان (4 , 5 ) تمثلان نقطتا طلب رئيسية , الجدول 4 - 67 ) 
( يمثل أنموذج البرمجة الخطية (.1.۳) للمسألة. 


الجدول(4 - 67 ) 


5 5 2 4 3 3 النقا 
3 £ 1 1 1 12 ٍ 3 
30 1 1 1 
0 1 1 1 7 
0= 1 1 1 3 
2-15 1- 1 4 
15-- 1- 1- 5 
معادلات النقاط (4.1, 5) تكون بالصيغة الآتية: 
KX + X= 0 eet )28-4(‏ 
(29-4) 5 5 =£ 2 
5 (30-4) جم 5 =۸ + XK,‏ 
أما معادلات النقطتين ( 2 , 3) فتكون بالصيغة الآتية: 
Sais )31-4(‏ = 2 
(32-4) کچ X=‏ 6 
بإضافة اممتغير الوهمي ,× إلى طرفي ال معادلتين (4- 31) و (4 -32) يتكون: 
K+ £ + 1 2 1 + 1 O ( 33 - 4 )‏ 
K+ £ + 1 2 X۸ + £ SE )34-4(‏ 
بدخول 8 كقيمة كبيرة فإن المعادلتين (4 - 33 ) و (4 -34 ) ممكن إعادة كتابتها بالصيغة الآتية: 
) 4- 35 ( يي ا ل م 3 0 K+‏ 
(36-4) ااا م 1 K+‏ 
(37-4) م م K+ £ 3 4 RP‏ 
1 (38-4) مجه 0-00 نظت و7 K+‏ 
أنموذج النقل يكون بالصيغة الموضحة بالجدول (4 - 68): 
الجدول (4 - 68 ) 
العرض E ۲ ۳ ٤‏ 
M M‏ 3 3 
a‏ 
M ۳ 3‏ 1 
8 
M 1 6‏ 7 
8 
B B 5 5 42B‏ الطلب 
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5 
متنا لك النقل‎ DSSS Transportation Problem 


عندما 8-30 فإن الحل الأول لأنموذج النقل باستخدام طريقة ال مجاميع موضح بالجدول (4 - 69): 
1 الجدول (4 - 69 ) 


العرض 0 3 ۳ ۲ 3 
من 
١ 3 ۳ M M‏ 
10 
M ۳ 3‏ ۳ 
7 ع8 ۳ 
M 9‏ 7 
10 10 5 
۹۰ 
۹۰ 10 10 83 ۳۰ الطلب 
الجدول (4 - 70 ) هشل الحل الأمثل لأنموذج النقل باستخدام طريقة التوزيع ام معدل: 
الجدول (4 - 70 ) 
٤ 0‏ إلى 
لعرض 0 ۳ ۲ 
١ 3 ۳ M M‏ 
10 10 
M ۳ 3‏ ۲ 
ا 
10 10 
M ۲ 0‏ 7 
5 10 10 
4 10 10 ۳۰ ۳۰ الطلب 


من الجدول (4 - 70 ) نلاحظ أن المعمل يسوق يوميا 15 دراجة هوائية لكل مركز توزيع وأن مركز التوزيع المتمثل 
بالنقطة (2 ) يجهز امحل المتمثل بالنقطة ( 5 ) ومركز التوزيع المتمثل بالنقطة (3) يجهز امحل المتمثل بالنقطة ) 
(4 وكما موضح بالشكل (4 -3): 


الشكل (3-4) 
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527 
مسالة ١‏ لنقل مي 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 212 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ز 2 2 2 ز 12121212 زذزذزذذذذآذذ ااا ا م 01 


مسائل 
Problems‏ 


( 4 - 1 ): شركة لتصنيع المواد الغذائية تملك ثلاثة معامل , القدرة التصنيعية لكل معمل هي 100 , 80 , 70 وحدة يوميا وعلى 
الشركة أن تجهز أربعة مراكز استهلاكية بحيث أن كمية الطلب لكل مركز هي 50 ,50 , 70 ,80 وحدة يوميا على 
التوالى , كلفة نقل الوحدة الواحدة من ا معمل الأول إلى المراكز الأربعة هى ( 10 , 8 , 15 , 12 ) دينار على التوالى 
ومن ا معمل الثاني إلى المراكز الأربعة هي ( 8 , 7 , 10 , 10 ) دينار على التوالي ومن المعمل الثالث 8,9,9,10( 
( دينار على التوالي , المطلوب تكوين جدول النقل. 

( 4 -2 )للمسألة ( 4 - 1 ) أوجد الحل الأولي بأستخدام طريقتي الركن الشمالي الغربي وأقل الكلف مع بيان الأفضل من بين 
الطريقتين. 

( 4 - 3 )للمسألة ( 4 - 1 ) أوجد الحل الأولي باستخدام طرق (فوجل ,روسيل اليه مع بيان الأفضل من بين الطرق. 

(4 -4) :للمسألة (4 - 2 ) اختبر أمثلية الحل باستخدام طريقة المسار المتعرج 

(4 - 5) :للمسألة (4 - 2 ) اختبر أمثلية الحل باستخدام طريقة التوزيع المعدل . 

(6-4) :للمسألة ( 4 - 3 ) اختبر أمثلية الحل باستخدام طريقة المسار المتعرج والتوزيع المعدل . 

(4 - 7 ) : أوجد الحل الأمثل ممسألة النقل الآتية: 


ٍ 
العرض 3 2 1 إلى 5 
من 
A 1 2 1 20‏ 
B 0 4 5 40‏ 
30 3 3 2 2 
90 
20 20 30 الطلب 
70 


)4 - 8 ):مسألة نقل تتمثل بثلاث مصادر للعرض وثلاث مواقع للطلب , كمية العرض للمصادر الثلاثة هي 5 , 85 وحدة 
على التوالي أما كمية الطلب للمواقع الثلاثة فهي 20 , 30 , 80 وحدة على التوالي وعلى افتراض أن الحل الأولي 
للمسألة بطريقة الركن الشمالي الغري ثل حلا أمثلا. أوجد مجموع كلف النقل المثلى مع العلم أن , 2,5 ) = ۷ 
(2,3,5-)-0 ,(10. 

53 عل افراض أن كلف تقل اة او لامها و مدن روج الوسدة الوادة اوه الحل الأول ا 
طريقة المجاميع 

( 4 - 10 ) :أوجد الحل الأولي للمسألة (4 - 9 ) باستخدام طريقتي فوجل وروسيل المقربة. 
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211111101101010 Transportation Problem 


(4 - 11 ) :اختبر أمثلية الحل للمسألة ( 4 - 9 ) باستخدام طريقتي امسار المتعرج والتوزيع ال معدل . 
(4 - 12 ) :اختبر أمثلية الحل للمسألة ( 4 - 10 ) باستخدام طريقتي امسار ا متعرج والتوزيع ال معدل . 


(13-4): 
العرض 
10 


10 


25 


45 
45 


(4 - 14 ):باستخدام طرائق إيجا 


الأفضل. 


د الحل الأولي لمسالة النقل ,أوجد الحل الأولي للمسائل الآتية مع بيان آي من الطرائق هي 


۱۲۳ 
1١ 


12 
ع1 


أوجد الحل الأمثل ممسألة النقل الآتية: 


3 


1 
7 
6 


15 


ب إن |0 اص 


7 
1١ 


5 إن | 


10 


SERS 


|د |ړ ام 


M 


20 


سآن ادن امسا 


ص ایم این اھ 


إلى 


6 


الطلب 


(A) 


(B) 


(4 - 15 ): شركة هندسية لإنتاج الماطورات ترغب بجدولة إنتاجها السنوي من الماطورات بحيث أن القدرة الإنتاجية للشركة 
والطلب على الماطورات مصنف حسب الأرباع السنوية وكما هو مبين بالجدول الآتي: 


الطلب 
50 
90 
100 


110 


القدرة الإنتاجية 
90 
100 
90 


100 


الأرباع السنوية 
1 
2 
3 


4 


الكلفة تتمثل بكلف الإنتاج وكلف الخزن , كلفة إنتاج الماطور الواحد هي ( 9 ) الآف دينار عندما لا يتجاوز الإنتاج 
٠‏ ماطور للربع الواحد وتتزايد الكلفة بواقع 3 الآف دينار للماطور الواحد في حال تجاوز الإنتاج 90 ماطور , كلفة 
خزن الماطور الواحد في نهاية كل ربع سنوي هي ( 2 ) ألف دينار للماطور الواحد. أوجد جدولة الإنتاج السنوية 


المثلى بحيث تؤدي إلى تحقيق أقل كلفة. 
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Transportation Problem. 


( 4 - 16 ):أوجد الحل الأمثل لمسألة تخصيص أربعة رجال للقيام بأربعة إعمال مختلفة بحيث أن كل رجل يستطيع القيام بأي 
عمل من الأعمال الأربعة مع العلم أن كلفة أكمال أي عمل من الأعمال الأربعة تختلف من رجل إلى آخر وكما هو 
موضح بالجدول الآتي: 


1 د 7 الأعمال 1 
28 26 25 30 3 
20 24 32 26 2 
27 18 22 20 3 
19 21 20 23 4 
( 4 - 16 ) :أوجد الحل الأمثل لمسألة التخصيص المتمثلة مصفوفة الكلف الآتية: 
1 9 5 1 الأعمال e‏ 
M 26 28‏ 30 1 
M 32 24 20‏ 2 
M 27‏ 22 20 3 
19 21 20 23 4 
( 4 - 18 ) :أوجد الحل الأمثل طمسالة النقل المتمثلة مصفوفة الوقت الآتية: 
4 8 4 3 
من 
19 21 14 1 
2 16 18 2 
32 27 23 3 
30 28 25 4 
22 24 16 5 
24 20 17 6 
45 40 48 قف العمل 
(19-4): معمل للحقائب الجلدية يقوم بتجهيز ثلاثة محلات لبيع الحقائب من خلال مركزين توزيعيين , الطاقة الإنتاجية للمعمل تبلغ 120 
حقيبة أسبوعيا وكل محل من المحلات الثلاثة يحتاج إلى ( 35 , 45 , 40 ) حقيبة أسبوعيا على التوالي , اوجد الخطة 
التوزيعية المثلى للحقائب من المعمل إلى المحلات الثلاثة بحيث تؤدي إلى تقليل كلف النقل مع العلم أن كلفة نقل الحقيبة 


الواحدة موضحة بالشكل الآني : 


342 


الفصل الخامس 
تحليل ال مخططات الشبكية 


Networks Analysis 


١-6‏ المدخل 
٥‏ تعريف المخطط الشبكي 
٠‏ الأسهم الأمامية والخلفية 
٥۵‏ مسائل ال مخططات الشبكية 
١-4-0‏ مسألة الشجرة الممتدة الصغرى 
۲-٥‏ مسألة الانسياب الأقصى 
1-9-6-0 أسلوب العلاقة 
7-7-6-0 أسلوب الانسياب الأقصى 
7-7-6-0 الأسهم اللامباشرة 
۲-٥‏ مسألة انسياب سعة الكلفة الصغرى 
1-7-6-0 قضايا خاصة لأنموذج المخططات الشبكية ذات السعة 
۲-۳-٥0‏ صياغة برمجة خطية 
7-7-6-0 طريقة السمبلكس وال مخططات الشبكية ذات السعة 
>-٥‏ مسألة أقصر المسارات 
١-6-6-0‏ أسلوب الدورة 
۲-٤-٤-٥‏ أسلوب الدورة ( t۹ءDijk‏ ) 
٠-٠-٠٥‏ مسألة أقصر المسارات وانموذج الشحن 
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0-05 إدارة المشروع 
١-0-0‏ شبكة أعمال ا مشروع 
7-0-0 فعاليات المشروع 
١-5-0-0‏ الفعاليات الحقيقية 
7-5-0-0 الفعاليات الوهمية 
۲-٥‏ الحل بواسطة البرمجة الخطية 
.-٥‏ الحل بوساطة تحليل شبكة الاعمال 
0-0-£-1 أوقات المرونة 
0-0-0 طريقة المسار الحرج 
١-0-0-0‏ طريقة البدائل 
7-0-0-5 طرائق البرمجة الرياضية 
7-0-0 أسلوب تقويم البرامج وإعادة النظر فيها ( بيرت ) 
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1-5: المدخل Introduction‏ 
تؤدي عملية التخطيط واطراقبة دورا مهما و بارزا في نجاح المشاريع وخاصة الكبيرة منها ولا 
تقتصر أهمية تحليل ا مخططات الشبكية على المشاريع فقط حيث أنها ذات فائدة كبيرة جدا في 
مجالات متعددة : أخرى مثل نظرية ال معلومات وعلم الاتصال والرقابة وق دراسة نظم النقل والتخطيط 

والسيطرة على مشاريع البحوث والتطوير. 


5 -2: تعريف المخطط الشبكي  Network Definition‏ 
أي مخطط شبي يتألف من مجموعة من النقاط المتصلة بينها والتي تسمى العقد (0065م) والتي ل 
فعاليات المشروع, عملية الاتصال بين العقد تتم بوساطة الأمهم أو التفرعات ولذلك فإن العقد تصنف إلى نوعين 
الأول يسمى المصدر ( 6عتناهة ) والثاني يسمى المصب ( ماه ) وذلك حسب اتجاه السهم الذي يربط بين العقدتين 
فالعقدة التي يخرج منها السهم تسمى المصدر والتي يدخل إليها السهم تسمى المصب وكما هو موضح بالشكل ) 


:1-5( 


الشكل (5 -1) 

من الشكل ( 5 -1 ) يمكن تعريف الآني: 

1. الدورة: هي عبارة عن سلسلة من الأسهم التي تربط العقدة بنفسها لذلك فإن اتجاه امسار 
للأنشطة ۸8 - ©8 - 04 تمثل دورة . 

2. الشبكة المتصلة: هي الشبكة التي تتألف من سلسلة من الأسهم التي تربط بين كل زوج من العقد 
المؤلفة للشبكة ولذلك فإن الشكل ( 5 - 1 ) هثل شبكة متصلة أما في حالة رفع السهمين , 82 
8٤‏ فإن الشبكة تكون غير متصلة. 

3. الشجرة: هي الشبكة التي لا ڌ تحتوي على أية دورة ولذلك فإن الشكل ( 5 - 1 ) ثل شجرة في حال 
رفع السهمين 460 , € بحيث أن أية شبكة ڌ تحتوي على ١‏ من العقد و 1-ه من الأسهم ولا 

تحتوي على دورة تمثل شجرة . 
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تحليل ا مخططات الشبكية eRe eters Seas mS‏ 7< ز ز 7 ز ز ز ز ز ز [ ا 


4. المسار ( )دم ): مجموعة الأسهم التي تربط بين عقدتين أو أكثر بحيث أن السهمين ۸8 , <82 تمثل 
امسار الذي يربط العقدتين TDA‏ 
إن كل سهم في الشبكة هثل نشاط معين والعقد تمثل بداية أو نهاية النشاط فمثلا السهم ۸8 
يمثل النشاط 8 والذي عادة يستغرق فترة ؛ زمنية معينة تمثل برقم يكتب على السهم والعقدة ۸ 
تمثل بداية النشاط و 8 تمثل نهاية النشاط . 


Forward And Backward Arcs الأسهم الأمامية و الخلفية‎ :3-5 


الأي عقدة فإن كل الأسهم التي تغادرها يطلق عليها أسهم أمامية والأمهم الداخلة إليها يطلق 
عليها أسهم خلفية ولذلك فإن أي سهم هو أمامي بالنسبة لعقدة معينة وخلفي بالنسبة لعقدة أخرى 


السهم ۸8 هو سهم أمامي بالنسبة للعقدة ۸ وسهم خلفي بالنسبة للعقدة 8 . 


5 - 4: مسائل المخطط Network Problems Jill‏ 
اغلب مسائل المخططات الشبكية تكون بصيغة واحدة من المسائل الآتية: 
5 -1: مسألة الشجرة ال ممتدة الصغرى 
The Minimal Spanning Tree Problem‏ 

تعتبر هذه المسألة من المسائل ذات الأهمية في التطبيقات الاقتصادية والخدمية وتبرز أهميتها 
بشكل خاص في قطاع النقل فبافتراض أن شركة ما ترغب بتوفير شبكة اتصالات تربط بين مجموعة من 
امدن وهذه الشبكة قد تتمثل بخطوط للسكك الحديد أو خطوط هاتف أو غيرها بحيث أن العقد 
تمثل المدن والأسهم طرق النقل والمسافات كلفة النقل والهدف هو تحديد طريق النقل الذي سيقوم 
بخدمة كل امدن بأقل كلفة كلية , المسألة هي اختيار الأسهم التي تؤدي إلى اقل مجموع كلفة بحيث 
توفر مسارا بين كل زوج من العقد أي يؤدي إلى تكوين شجرة . 


يمكن حل مسألة الشجرة ا ممتدة الصغرى بطريقة مباشرة وذلك باختيار أي عقدة من عقد الشبكة ثم ربطها 
بأقرب عقدة لها ويتم تكرار العملية إلى أن تكون جميع عقد الشبكة متصلة. 
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Network Analysis‏ 211111111119 تحليل ا مخططات الشبكية 


مثال (5 -1): أوجد الطريق الذي يربط كل عقد المخطط الشبكي الآتية بأقل مسافة: 


الحل: 


في بداية الحل يتم تكوين مجموعتين من العقد ,المجموعة الأولى تسمى مجموعة العقد المتصلة 
ويرمز لها بالرمز(٥)‏ والأخرى تسمى مجموعة العقد غير المتصلة ويرمز لها بالرمز(0.0): 
=(Q) U.C =(A,B,C,D;,E,F)‏ 0 
نبدأ باختيار أية عقدة من العقد ولتكن 4 وبعد ذلك يتم إيصالها مع اقرب عقدة لها(الأقل مسافة) 


أي © وكما هو موضح بالشكل (5- 2): 
U.C =(B;D,E,F)‏ (0به )- © 


° IA) 
22 رط‎ 
3 
)2 - 5( الشكل‎ 


نختار اقرب عقدة غير متصلة للعقدة 4 أو © لتصبح عقدة متصلة لذلك نختار 2 الأقرب إلى © 


:)3 -5( وكما هو موضح بالشكل‎ 
C =( A,C,D) U.C =(B,E,F) 


الشكل ( 5 - 3) 
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تحليل ا مخططات الشبكية RN‏ 2 2 2 2 2 2 ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2 2 2< ز 2ز 2 2< < <ز < ز ز ز ز ز ز ز ز ز  [‏ اا 


نختار العقدة الأقرب إلى 4 أو © أو < لذلك الاختيار يكون ل 8 الأقرب إلى © وكما هو موضح 
بالشكل (4-5): 


الشكل (4-5) 


نختار العقدة الأقرب إلى 4 أو 8 أو أو 2 لذلك الاختيار يكون ل 8 الأقرب إلى2 وكما هو موضح 
بالشكل (5 -5): 


C =( A, B,C,D, E) U.C =(F) 


الشكل ( 5 - 5) 
العقدة غير المتصلة الوحيدة هي ۴ لذلك يتم إيصالها مع ع الأقرب لها وكما هو موضح بالشكل ) 
(6-5: 
A, B,C,D, E, F) U.C -) 0(‏ (= 0 


الشكل (6-5) 


4+ ] + 2+ 2+ ] - 0 


اختيار أي عقدة من العقد كبداية سوف يعطي نفس الحل . 
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Network Analysis 


The Maximal Flow Problem مسألة الانسياب الأقصى‎ :2- 4-5 


تقام مباراة كرة قدم بين فريقين في إحدى المدن الفريق الأول هثل فريق المدينة والفريق الثاني 
يمثل فريق مدينة أخرى , مشجعي الفريق الثاني عليهم أن يجتازوا مدينتين للوصول إلى امدينة التي 
تقام بها المباراة وكما هو موضح بالشكل ( 5 =7( 


الشكل (5- 7) 


الرحلات ما بين مدينة وأخرى محدده بعدد معين من الرحلات , الهدف هو تعظيم عدد الرحلات التي 
يمكن القيام بها وذلك لخدمة اكبر عدد من ا مشجعين أي تحديد المسارات التي تخدم اكبر عدد من 
ا مشجعين تبعا لقيد عدد الرحلات . ا مسألة تمثل ما يسمى مسألة الانسياب الأقصى. 

العقدة 2 تمثل مكان إقامة امباراة و4 تمثل مدينة الفريق الثاني ولذلك فإن ال مشجعين يملكون عدة 
طرق للوصول إلى D‏ وبافتراض أن N‏ يمثل مجموعة العقد المكونة للشبكة فإنه بالإمكان تجزأت عقد 
الشبكة إلى مجموعتين بحيث المجموعة الأولى ڌ تحتوي على المصدر ( 4 ) ويرمز لها بالرمز ( 5 ) 
واللجموعة الكانية ووي عل اللصبا رف ويرمو بالزمر (8) فداه كل ( 5 )ممكن أن مده 
بالشكل الآقي: 


حيث ان: 
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تجزأت عقد الشبكة يتم بواسطة ما يسمى بالقطع ( 1017© ) , هنالك أنواع أخرى من القطع 
ممكن أن تعمل للشكل ( 5 - 7 ) بشرط أن يكون ا لمصدر ضمن ال مجموعة 5 وال مصب ضمن المجموعة 
5 وبعد ذلك يتم استخراج ما يسمى بسعة القطع 15:5 وهو مكل فوع سعات الأسهم 
امتجه من العقد في ال مجموعة 5 إلى عقد ا مجموعة 5 فمثلا سعة القطع للشكل (5 - 8) هو: 

Kc + Ksc + Ks 

وها أن كل شبكة تحتوي على إعداد من القطع لذلك يتم اختيار القطع ذو السعة الأقل 
ويدعى قطع التقليل ( ٥٠٤‏ 1م1٧‏ ) حيث أن سعة قطع التقليل تمثل مقدار الانسياب الأقصى- (f)‏ 
حيث أن قيمة ؟ اقل أو تساوي سعة القطع 5 K(S,‏ . 
4-5 -1-2: سلوب العلامة Labeling Approach‏ 

لأي مخطط شبكي قيمة الانسياب الأقصى 9) يساوي سعة قطع التقليل وهذا يستدعي إيجاد 
السعة لكل القطوع واختيار السعة الأقل ولتحديد كيفية الانسياب خلال الأسهم يستخدم أسلوب 
العلامة الذي يحدد الانسياب من المصدر إلى المصب وذلك من خلال وضع علامات على عقد الشبكة 
حيث أن وضع العلامة على أية عقدة يتطلب تحقيق واحد من الشرطين الآتيين: 
بو وت ONE‏ 

ادالسيم B,A E‏ هو سهم أمامي وقيمة انسياب السهم اقل من سعة السهم أي 1 


2 اسهم لذي يريط بين B,A‏ هو سهم خلفي وقيمة انسياب السهم اكبر من الصفر أي 0 < رگ 


نستمر بوضع علامات على عقد الشبكة إلى أن يتم وضع علامة على عقدة المصب وبذلك نحصل 
على الانسياب أو ا ممر من المصدر إلى ا مصب . 


4-5 -2-2: أسلوب الانسياب الأقصى The Maximal Flow Approach‏ 
لتحديد عدد الرحلات الأقصى والتي ممكن أن م اكبر عدد من المشجعين نبداً بوضع علامة 
على المصدر ( 4 ) ومن ثم نستخدم أسلوب العلامة لوضع العلامات على بقية عقد الشبكة إلى أن يتم 
وضع علامة على عقدة المصب ( 2 ) وبذلك يتكون الانسياب أو الممر من 4 إلى 2 وبالرجوع من D‏ 

إلى ى وبمساعدة العلامات على 
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العقد نحدد قيمة الانسياب الأقصى ر والذي يساوي سعة السهم الأقل وبعد ذلك يتم 
إضافة القيمة f‏ إلى سعة الأسهم الأمامية وتطرح من سعة الأسهم الخلفية مع العلم أن قيمة 
ا الأسهم هي قيمة صفرية من البداية 5 يتم تكرار الأسلوب السابق إلى أن نتوصل إلى حالة لا 
یع بها تحديد ممر من ۸ إلى .D‏ 
مثال )5 -2): أوجد الانسياب الأقصى ممسألة مشجعى كرة القدم بحيث: 


الأرقام على الأسهم تشير إلى عدد الرحلات الممكن القيام بها بين مدينة وأخرى. 


الحل: 
في البداية قيمة انسياب الأمهم هي قيمة صفرية وكما موضح بالشكل (9-5) حيث إن الرقم على 


السهم هثل سعة السهم وقيمة انسياب السهم أي يكل ): 


)0,10( 
20,3 ( 


)0,11( 
الشكل (9-5) 
نضع علامة على 4 , من ۸ نستطيع وضع علامة على 8 حيث أن السهم أمامي وقيمة انسياب 


السهم أقل من سعة السهم ,من 8 نستطيع وضع علامة على © ومن © نستطيع وضع علامة على 5 
وبذلك يتكون ممر من أسهم أمامية فقط وكما هو موضح بالشكل ( 5 -10): 


351 


تحليل ا مخططات الشبكية --نت7زز3ج_ج27ج7جِج7ِج2 202 ز2ز 2< ز2 2 2 ز 2 ز2ز2 2 2ز2 ز2ز2ز2ز 2 ز2ز2ز2ز2ز2ز2 ز2ز2ز2ز2ز2ز2<ز2ز2ز2ز2ز2ز2<ز2ز2<ز 2< ز ز ز ز ز ز ز ز ز ز اا 


0 (0,3) ر (0,10) 
00,12 95 © 


الشكل ( 5 - 10) 


من الشكل (10-5) يتضح أن 10,3,12)=3( Min‏ = / والذي تضاف قيمته إلى قيمة انسياب الأسهم 
الأمامية المكونة للممر وكما هو موضح بالشكل (11-5): 


الشكل ( 5 - 11) 
نكرر أسلوب العلامة وا ممر الجديد يكون بالشكل الآقٍ: 


)3,10( 0,9 ( 


5 0 


قيمة ر تتحدد وفق الآني: 


Jf =Min{(10-3),(9-0)}=7 
:)12 -5( تضاف القيمة إلى قيمة انسياب الأسهم الأمامية المكونة للممر وكما هو موضح بالشكل‎ 


1 09^ ,ٍ 
0- +3= £ © (3,3) 
) 0ل 


الشكل ( 5 - 12) 
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نكرر أسلوب العلامة وفي هذه الحالة لا هكن ان نضع علامة على 8 من 4 لأن سعة السهم تساوي 
قيمة انسياب السهم ولذلك ممكن تكوين ممر آخر من خلال © وكما هو موضح بالشكل الآقٍ: 


© 
5 ده 


)0,11( 


f =Min(11,9)=9 


تضاف قيمة / إلى قيمة انسياب الأسهم الأمامية المكونة للممر وكما هو موضح بالشكل (5 - 13): 


٠‏ المْمر الجديد يتكون من سهم أمامي يربط بين 4 .© وسهم خلفي يربط بين ©.8 وسهم 
أمامي يربط بين 8 , © حيث أن السهم الخلفي يحقق الشرط بأن الانسياب يكون أكبر من الصفر 
لذلك: 


f =Min(11-9,3,9-7)=2 


تضاف قيمة /. إلى قيمة انسياب الأسهم الأمامية وتطرح من قيمة انسياب الأسهم الخلفية 
المكونة للممر وكما هو موضح بالشكل (14-5): 
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1 - £ +19 در 


من الشكل (14-5) نلاحظ عدم إمكانية تكوين ممر جديد يربط المصدر (4 ) بالمصب ( 5) ولذلك 
فإن قيمة الانسياب الأقصى هي 21 رحلة ر بحيث تنطلق 10 رحلات من مدينة الفريق الثاني ( 4 ) إلى 
امدينة (8) , تسعة من مجموع الرحلات العشرة تذهب مباشرة إلى مدينة الفريق الأول (2) ورحلة 
واحدة تتجه إلى المدينة (© ) ومن ثم إلى المدينة (©) أما (11) رحلة المتبقية فتنطلق من المدينة (۸) 
إلى المدينة ( © ) ومن ثم إلى اممدينة (2) . 
4-5 -3-2: الأسهم اللامباشرة Undirected Arcs‏ 

هي الأسهم التي لا تصنف على أنها سهم أمامي أو خلفي أي إن الاتجاه فيها يكون غير محدد 
وعليه فإن أي سهم من هذا النوع يربط بين أية عقدتين 8,۸ بسعة مقدارها k‏ ممكن أن يفسر 
کالاآتي: 


الشبكة التي 3 تحتوي على أسهم لا مباشرة تدعى شبكة لا مباشرة ( undirected network‏ ) ولحل 
هكذا نوع من الشبكات يتم تحويلها إلى شبكة مباشرة باستبدال السهم اللامباشر بروج من الأسهم 
امباشرة المتعاكسة ومن ثم إيجاد الانسياب 2 وبعد ذلك يتم استبدال انسياب الأسهم المباشرة 
امتعاكسة بالقيمة ر - ۴ في حال کون ور ٤‏ أما في حال كون روگ > یگ فيتم استبدالها 
بالقيمة ىا حبك لون أسهم مباشرة 0 ا 


مثال:(5 - 3) أوجد الانسياب الأقصى للمخطط الشبكي الآني: 
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الحل: 


الشبكة هي شبكة لا مباشرة لذلك يجب تحويلها إلى شبكة مباشرة وكما هو موضح بالشكل 
(15-5): 


الشكل ( 5 - 15) 
نضع علامة على 4 ومن 4 نستطيع وضع علامة على © ومن © نستطيع وضع علامة على 8 ومن 8 
نستطيع وضع علامة على 2 ومن 2 نستطيع وضع علامة على 8 ولذلك يتكون ممر من الأسهم 
ا مباشرة وكما هو موضح بالشكل الآتي: 


Jf =Min(6,2,7,6)=2 


تضاف قيمة / إلى قيمة انسياب الأسهم الأمامية المكونة للممر وكما هو موضح بالشكل 
(5 -16): 
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الشكل ( 5 - 16) 
نكرر أسلوب العلامة وا مر الجديد يكون بالشكل الآي: 


)0,9( 


تضاف قيمة ر إلى قيمة انسياب الأسهم الأمامية المكونة للممر وكما هو موضح بالشكل (5 - 17): 


Jf =Min(4,9)=4 


(2,7) 


Jf =Min(7,5,4)=4 
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(6,7) 


الشكل ( 5 - 18) 


=Min(3,2,5)=2‏ كل 


نكرر أسلوب العلامة والممر الجديد يكون بالشكل الآق: 


تضاف قيمة / إلى قيمة انسياب الأسهم الأمامية المكونة للممر وكما هو موضح بالشكل (5 -19): 


الشكل (19-5) 
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نكرر أسلوب العلامة وا مر الجديد يكون بالشكل الآق: 


5 
202 
)6,9( 


f =Min (1,2,3) > 1 


تضاف قيمة ‏ إلى قيمة انسياب الأسهم الأمامية وتطرح من قيمة انسياب السهم الخلفي ال مكونة 
للممر وكما هو موضح بالشكل (20-5): 


الشكل ( 5 - 20) 


2 
من الشكل (20-5) يتضح عدم إمكانية تكوين ممر جديد وذلك لأن سعة الأسهم الأمامية الخارجة من 
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3-4-5: مسألة انسياب سعة الكلفة الصغرى 
Minimum - cost capacitated Flow problem‏ 
تمثل هذه المسألة صيغة عامة لنماذج المخططات الشبكية حيث إنها تتضمن النقل, الشحن, 
التخصيص وكذلك مسائل الانسياب الأقصى ولتوضيح طبيعة هذه المسألة نستعين بال مثال الآن: 
مثنال (4-5) ): شركة لتصنيع مواد كيميائية , تمتلك الشركة معملين لتصنيع المواد الكيميائية يقومان بتجهيز 
مركزين للتوزيع , الشركة متعاقدة مع مجهزين لتجهيز المواد الأولية لها , الكميات التي تجهز بها الشركة من 
ا مجهزين الأول والثاني هي 0 , 750 طن شهريا كحد أدنى بسعر 200 , 210 ألف دينار على التوالي للطن الواحد 
مع العلم أن صناعة طن واحد من المواد الكيميائية يتطلب 1.2 طن من المواد الأولية , كلفة نقل الطن الواحد من 
المواد الأولية من المجهز الأول إلى المعملين الأول والثاني هي 10 , 12 ألف دينار على التوالي ومن المجهز الثاني إلى 
ا معملين الأول والثاني هي 9 , 13 ألف دينار على التوالي , الحد الأدنى والأعلى للإنتاج وكلفة إنتاج الطن الواحد 


للمعملين الأول والثاني هي: 
الحد الأعلى الحد الأدنى الكلفة المعمل 
800 400 25 1 
900 450 28 2 


كميات الطلب الشهرية لمركزي التوزيع هي 0 , 800 طن على التوالي, كلفة نقل الطن الواحد من المعمل الأول 
إلى مركزي التوزيع الأول والثاني هي 3 ألف دينار على التوالي ومن المعمل الثاني إلى مركزي التوزيع الأول 
والثاني هي 2,5 ألف دينار على التوالي. 

الشكل (21-5) هشل المخطط الشبكي للمسألة: 


الشكل ( 5 - 21) 
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العقدة 4 تمثل عقدة المصدر والأسهم 48 , 40 تمثل المجهزين الأول والثاني على التوالي بحيث أن إمكانية تجهيز 
المجهز الأول هي (00 , 500 ) والثاني (90 , 750 ) ولتوضيح سعة أو أمكانية ا معملين الأول والثاني فإن كل معمل 
سوف هثل بعقدتين تمثلان الإدخال والإخراج للمعمل بحيث ث العقدتين ( ,8 تقمثلان عقدتي الإدخال و5 ,»© تمثلان 
عقدت الإخراج إلى مركزي التوزيع 1,11 ولذلك فإن 1,11 يممثلان عقدق المصب. 


كمية الطلب في 11 ,1 يجب أن تساوي كمية العرض في ۸ ولكن يجب أن نأخذ بنظر الاعتبار 
أن 2 طن من امواد الأولية سعد لتصنيع طن واحد من امواد الكيميائية ولذلك فإن سعة أو 
إمكانية الأسهم 8 , AC‏ يجب أن تتحول إلى ( 60 ,500/1.2) , ( 60 ,750/1.2)على التوالي وكذلك كلفة 
شراء المواد الأولية تتحوا ل إلى (1.2 + 200 ) , ( 1.2 + 210 ) على التوالي ونفس الشيء ينطبق على كلف 
النقل من العقدتين 8 , ٤‏ ومن العقدتين 8.12 . 
الشكل ( 21-5 ) هثل مسألة شحن والتي تم تعريفها في الفقرة ( 4 -14 ) ولكن الاختلاف يتمثل في سعة 
الأسهم. 
4-5 -3 -1: قضايا خاصة لأنموذج المخططات الشبكية ذات السعة 

Special Cases Of The Capacitated Network Model 

المثال ( 5 - 4) ممكن أن يصنف لأحد المسائل الآتية: 
1. مسألة ( النقل , الشحن , التخصيص ). 
2 . مسألة الانسياب الأقصى. 
3 . مسألة امسار الأقصر المعرفة في الفقرة (4-5 -4). 
لتصنيف المثال ( 5 -4 ) كمسألة نقل أو تخصيص يجب أجراء الآني: 
1 . عقد المصدر ترتبط مباشرة بعقد التوزيع . 
2. سعة الأسهم أي الحد الأدنى والأعلى تتحول إلى (0,00) . 
أما في حالة مسألة الشحن فيتم إتباع نفس الإجراءات التي تم إتباعها في مسألة النقل أو التخصيص 
مع اعتبار أن وحدات الشحن التي يتم شحنها من المصدر إلى مراكز 
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التوزيع يجب أن تمر بواحدة أو أكثر من عقد الشحن , ولتصنيف المثال كمسألة انسياب أقصى يجب 
1 . الحد الأعلى لسعة السهم هثل قيمة الانسياب الأقصى للسهم أما الحد الأدنى فيكون مساوي للصفر 


2. كل الأسهم تفرض ذات كلف صفرية لكل وحدة انسياب . 
3 . تساوي الكمية المعروضة والمطلوبة لعقدت المصدر وال مصب على التوالي على أن تكون عالية 
لتحقيق الانسياب الأقصى للشبكة . 
4 . السهم الذي يربط عقدة المصدر مع عقدة المصب أو الموقع يجب أن يكون سهم مباشر. 
4-5 -3 -2: صياغة برمجة خطية Linear Programming Formulation‏ 
أنموذج المخططات الشبكية ذات السعة ممكن أن يعبر عنها بصيغة برمجة خطية (2.]) وكالآق: 
1. ,× هثل كمية الانسياب للسهم (ز1) . 
. .0 كلفة الوحدة الواحدة للسهم (ز1) . 
. كل عقدة من عقد الشبكة تمثل قيد من لقيود البرمجة الخطية (.1.۲) . 
. ط ( -) تمثل كمية العرض ( الطلب) للعقدة ز. 
U, ).‏ م تمثل سعة السهم (ز1) . 
وعلى هذا الأساس فإن أنموذج البرمجة الخطية )1.٨.(‏ يكون بالصيغة الآتية: 
Min Z=) 2 Cy;‏ 


ادر 1= 


ذم ن طم ي 


S.7 


SESE =, V i 
=1 k=1 
Ly SX; SU; Vi, j 


طريقة حل الأنموذج في أعلاه معرفة بالفقرة (10-1) 
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4-5 -3 -3: طريقة السمبلكس وال مخططات الشبكية ذات السعة 
Capacitated Network And Simplex Method‏ 


خطوات طريقة السمبلكس للمخطط الشبک ( 04طاعطم ×eاpصsi Network‏ ) هى مماثلة 
لخطوات طريقة السمبلكس المستخدمة لحل أنموذج البرمجة الخطية (.1.۲ ) الذي يحتوي على 
متغيرات محددة بحدود عليا ودنيا والاختلاف يكون فقط في العمليات الحسابية التي صممت 
للاستفادة من التركيب الخاص لمسألة المخطط الشبي , أنه من الضروري أن يكون مجموع عدد 
الوحدات المعروضة والمطلوبة يساوي صفر وذلك لنضمن وجود حل ممكن للمخططات الشبكية ذات 
السعة أى: 


الشرط في أعلاه يتحقق بواسطة إضافة مصدر ( موقع ) وهمي كما هو الحال في نماذج النقل 
المصدر ( الموقع أو المصب ) الوهمي يرتبط مع بقية المواقع ( المصادر ) بكلف انسياب صفرية وسعة 
حد أعلى مالانهاية . 
الحل الأساسي للمخطط الشبكي ذات السعة يتحدد بوساطة هد من عقد المخطط الشبكي والتي تمثل د 
من القيود وبما أن مجموع وحدات العرض والطلب يجب أن تساوي صفر فإن احد القيود سوف 
يكون غزير ( 546ة0هنالء* ) وهذا يعنى أن الحل الأساسى للمخطط الشبي سوف يتضمن (2-1) من 
المتغيرات الأساسية. ١ ١‏ 1 


حل أنموذج البرمجة الخطية 1.٨.(‏ ) يكون مناظر لحل الشجرة الممتدة التي تشترط وجود (1-ه) من 

الأمهم لشبكة تتمثل ب(« ) من العقد مع عدم وجود أي دورة لذلك فإن خطوات طريقة سمبلكس 

المخطط الشبكي تكون كالات: 

1 . إيجاد حل الشجرة الممتدة الممكن الأولي (الأساسي), في حال عدم وجود الحل يتم التوقف . 

2 . نحدد المتغير الداخل ( السهم ) باستخدام شروط الأمثلية لطريقة السمبلكس ونتوقف في حال 
عدم أمكانية تحديد المتغير الداخل . 
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3 . نحدد ام متغير الخارج ( السهم ) باستخدام شروط الحل الممكن لطريقة السمبلكس ذات المتغيرات 
ا محددة , ولذلك يتم تغير الأماس ( الحل ) للشجرة الممتدة وبعد ذلك يتم تكرار الخطوتين 3,2 


مثال (5-5) أوجد الحل الأمثل لشبكة الأعمال الآتية: 


1 2 
20( (30) 
١ )-30(‏ )30( 
2 0 
(45 20( 
الحل: 
الأرقام على الأسهم تمثل سعة الأسهم والكلفة ونلاحظ إن مجموع عدد الوحدات المعروضة والمطلوبة 
هو صفر أي: 
0= (30-) + 30 
أول خطوة هي صياغة جدول السمبلكس للمخطط الشبكي والذي يكون بالصيغة الآتية: 
الجدول( 5 - 1 ) 
2 1 1 4 2 
Min b‏ 
34 3 3 £ £ 
30 1 1 1 
0 1 1 1- 2 
0 1 1- 1- 3 
30- 1- 1- 4 
45 20 00 20 30 الحد الأعلى 


صيغة الجدول في أعلاه تماثل صيغة الأساس ممسألة الشحن ال موضحة بالفقرة (14-4) ولإيجاد الحل 
الأمثل نستعين بمتغيرات الأنموذج المقابل بعد أن يتم أولا إيجاد الحل الممكن للشجرة ا ممتدة وكما هو 
موضح بالشكل (22-5): 
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(30) 


الشكل ( 5 - 22) 


من الشكل (5 - 22) نلاحظ أن الأسهم ,7 ,7 ,1 تمثل متغيرات أساسية بحيث أن قيمة 


الانسياب لكل منها هو ( 30 , 30 , 30 ) على التوالي أما الأسهم .,7,,1 فتمثل متغيرات غير أساسية 
ولإيجاد الحل الأمثل يتم حساب ( ,2 - ,0 ) لكل متغير غير أساسي وذلك من خلال استخدام مسألة 
الأموذج المقابل والتي تكون بالصيغة الآنية: 


Max T 2‏ 
i=1‏ 
S.T‏ 
ل 97 SC;‏ رمز - J;‏ 
y, unrestricted i - 4‏ 
بالاستعانة بالشروط الوهمية التكميلية ال موضحة بالفقرة 1-١(‏ ) نحصل على: 
لكل متغير أساسي (2-5) د Cy‏ = دن 


بتطبيق المعادلة (5 - 2) على الحل ال ممكن نحصل على: 


2 ورا 
6 6 
2 ¥4 6د 


عندما 0 = بو فإن: 


لكل متغير غير أساسي فإن ,2 - ,© ممكن أن تصاغ كالآق: 
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Cj; = Z, = Cj = Yi + Y, E (3857‏ 
وذلك بالاستناد إلى أساليب حل مسألة النقل الموضحة بالفقرة (غ-7-؟) وعلى هذا الأساس فإن: 
1 -(3-)+4-0 = ىت ديه 
Z,, = 1 - )-2( + )-5 ( = 2‏ ديه 
يتضح أن ,× هو المتغير الداخل لأنه ذو معامل سالب وهذا يؤدي إلى تكوين دورة متمثلة بالأسهم 
ل ,1 وهذا غير ممكن لأنه يخالف شروط الشجرة الممتدة ولذلك فإن احد الأسهم يجب أن 
يتمثل متغير خارج , أن الزيادة في قيمة انسياب المتغير ,2 باعتباره متغير داخل تستدعي الحفاظ 
على شروط الحل الممكن أي ان قيمة المتغيرات الأساسية يجب ان لاتكون سالبة وذلك يتم من خلال 
وضع إشارة (+) أو () على كل سهم من أسهم الدورة بحيث أن سهم المتغير الداخل يأخذ إشارة (+) 
أما بقية الأسهم فتكون إشارتها بالاعتماد على انسياب السهم وكما هو موضح بالشكل (22-5) . 
قيمة انسياب المتغير الداخل ,× يجب أن تحقق الآقٍ: 
1 . قيمة انسياب كل سهم أساسي حالي من أسهم الدورة يجب أن لا تكون سالبة ولا تتجاوز سعة 
السهم . 
2 . قيمة انسياب السهم الداخل لا تتجاوز سعة السهم . 
تعظيم قيمة انسياب ,ل هي 20 = ( 20 , 30 , 30 ) هذا3 والذي ثل الحد الأعلى لسعة السهم ولذلك 
فإن السهم يبقى غير أساسي مع اجراء التحويل الآ وذلك حسب شروط الحل ال ممكن للمتغيرات 
ا محددة والموضحة بالفقرة (10-1) 


(4-5) ميته 21-200 
حيث 20 > ,× >0 ,المعادلة (5 -4) سوف تؤثر على قيود العقدتين 4,2 لتصبح بالصيغة 
الآتية: 

(5-5) بکد 20 کک و ا 
(6-5) ماد 0 ت = Xs‏ 
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معامل المتغير ,,// في دالة الهدف يصبح ( 1- ) , الشكل (5 -23 ) يوضح التغيرات في العرض والطلب 
للعقدتين 2 , 4 وكذلك التغير في كلفة السهم وكذلك اتجاه السهم الذي يصبح من العقدة 4 إلى 
العقدة 2 وذلك بالاستناد على المعادلتين (5 - 5) و (6-5): 

-)20( 


)30( )-10( 


الشكل ( 5 -23 ) 


تكرر الحسابات السابقة أي نطبق المعادلة (2-5) على الشكل (5- 23 ) ومن ثم يتم استخراج 
معاملات المتغيرات غير الأساسية ( ,2 - ,0 ) والتي تكون عبارة عن قيم موجبة وهذا يعني أن الشكل 
(23-5) هشل الحل الأمثل أي: 

0 حي 20-2 حبري , 10 حي , X,=30 , X,=10‏ 


مثال (6-5): أوجد الحل الأمثل للمخطط الشبكي الآتي: 


صيغة جدول السمبلكس تكون كالآتي: 
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3 2 
0T 
15 
0 
0 
1 -5 
1 1 -5 
-1 -5 

10 5 


10 


20 
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من المعادلة (5- 2) نحصل على: 


عندما 0 = ر فإن: 


من المعادلة (5- 3) نحصل على: 
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أده 
95 
١‏ 
إب* 
3 
1 
دن شم ج ين لم 
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,ا هشل المتغير الداخل ولذلك فإن الزيادة في ,1 يجب أن تصاحبها زيادة في ,ي ونقصان في ,ي 


يي وكما هو موضح بالإشارات بالشكل ( 5 - 24 ) بحيث: 


1 


Mi« ) 15,10,5(- 5‏ = ولذلك فإن ,7 هثل المتغير الخارج وكما هو موضح بالشكل (5 - 25): 


من المعادلة (5- 2) نحصل على: 


3 = إلا- 
1 = ¥ - 
4 اب 
3 = ور 
2 > ¥ 
عندما 0 = بو فإن: 
AD 10 yg =-6‏ رلا y4‏ 3 


من المعادلة (5- 3) نحصل على: 


, -2=2-0 -4 = -2 
 -2 =2 + 10-6 =6 


6 
Y2 
6 
6 
Ys 


و 


6 
6 


موضح بالإشارات بالشكل (5 - 25 ) بحيث أن: 


Mi« )5,15,10(- 5‏ = ولذلك فإن ,× هثل المتغير الخارج وكما هو موضح بالشكل (5- 26 ): 
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من المعادلة (2-5) نحصل على: 
3 يو ولا 
Yg 2‏ 
a Ya > 4‏ 
3 = ;¥ يلا 
Yg = 2‏ دوا 


عندما 0 = ,ر فإن: 


من المعادلة (5- 3) نحصل على: 


وعلى هذا الأساس فإن الشكل ( 5 - 26 ) هثل الحل الأمثل: 
5= , 5= , 10 دين , 5= , 10 <رب2 


4-5 -4: مسألة اقصر ال(مسارات The Shortest - Route Problem‏ 
تمثل هذه المسألة إيجاد اقصر المسارات بين عقدة المصدر وعقدة المصب أو بين أي عقدتين 
داخل المخطط الشبكي أي اقصر مسافة أو أقل كلفة أو أقل وقت بين العقدة 1 والعقدة ز ولذلك فإنه 
بالإمكان صياغة هذه المسألة كبرنامج خطي للحصول على الحل الأمثل ومع ذلك فإن هنالك طرائق 

أخرى للحصول على حل مسألة اقصر المسارات نذكر منها: 
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Acyclic Algorithm اسلوب الدورة‎ :1- 4- 4- 5 

توضيح هذا الأسلوب سوف يتم من خلال المثال الآتي: 
مثال ( 5 - 7 ): شركة لإنتاج المواد الغذائية تسعى لتسويق منتجاتها إلى إحدى الدول, هنالك عدة 
طرق لوصول المنتجات الغذائية إلى الدولة المعنية وكما هو موضح بالشكل (5- 27): 


الشكل ( 5 - 27) 


حيث أن العقدة ( 1 ) تمثل الشركة والعقدة ( 5 ) تمثل الدولة والأرقام على الأسهم تمثل الفترة الزمنية 
(4) , الشركة ترغب في إيجاد اقصر المسارات لإيصال منتجاتها تجنبا لتلف المواد الغذائية. 


الحل: 
نفترض أن ,نا تمثل الفترة الزمنية الأقصر للوصول من العقدة 1 إلى العقدة ز وعلى هذا الأساس فإن 
0 تنا ولحساب بنا لبقية العقد نستخدم العلاقة: 

(7-5) د u, = Min (u, + dj)‏ 
فمثلا لحساب رس فإن ( ره + ,ن) هنل3 = ينا وهكذا بالنسبة لبقية العقد وهذا يعنى ان العقدة ¡ تربط بالعقدة 
ز بوساطة سهم مباشر ولتحديد اقصر المسارات يتم استخدام اسلوب العلامة أي إن كل عقدة داخل الشبكة 
تعطى العلاقة الآتية ( ه , ») حيث ان « تمثل العقدة ذات المسافة الأقصر- إلى العقدة ز من بقية عقد الشبكة 
وعلى هذا الأساس يتم تحديد امسار بالرجوع من عقدة المصب إلى عقدة المصدر بالاستعانة بالعلامة. 
والجدول ( 5 - 3 ) هثل الحسابات المتسلسلة التي تقود إلى الحل النهائي: 
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الجدول ( 5 - 3) 
العلامة زلا العقدة ز 
u,= 0 )0,_(‏ 
(2,1) 2 - 2 + 0 = يربك U,+‏ حينا 2 
)6,1 (ويك + ينا , ورك + u, = Min (u,‏ 5 
=Min (0+3,2+2) =3‏ 
(5,2) (ريك + ينا , يبك + u, = Min (u,‏ 1 
=Min (0+ 6,2+3) =5‏ 
(6,4) (ويك + ونا , ويك + Min (u,‏ = ينا 2 
=Min ) 5 + 1,3 +5( =6 :‏ 


تحديد اقصر المسارات يتم من خلال علامات العقد بالرجوع من العقدة 5 إلى العقدة1 وكالآقٍ وبفترة 
زمنية مقدارها (1) أسابيع: 

5 ل حت:. e Pe a+‏ 
مثال (5 - 8): أوجد اقصر المسارات للمخطط الشبكي الآق: 


الحل: 
الجدول ( 5 - 4 ) ممثل الحسابات المتسلسلة التي تقود إلى الحل النهائي: 


الجدول ( 5 -4) 

العلامة بلا العقدة ز 

u,= 0 )0,_( 

(2,1) 2= 2+ 0 = ورك U,+‏ دينا 2 

8 u, = Min (u, + ويك‎ , U, + (ويك‎ 64,1) 
=Min (0+3,2+4) =3 

4 u, = Min (u, + dı, , (ريك + ونا‎ a1) 
=Min (0+1,3+1)=1 

(7,2) ) ويك + ينا ء ويك + ونا , ويك + Min (u,‏ = ينا 0 
=Min (2+5,3+5,1+7) =7‏ 

(6,2) (ميك + ينا ويك + ونا » ويك + Min (u,‏ = ينا 5 
=Min )2+ 4,3 +6,1+6( 6‏ 

5 u, = Min (u, + dg, , ug + dg) 02,6) 
=Min (7+ 7, 6+ 6) = 2 ١ 
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ولذلك فإن اقصر المسارات هو : 
حدم كخم وو 


وبالإمكان تحديد اقصر المسارات بين 1 وآية عقدة فمثلا اقصر المسارات بين 5,1 هو: 
5 ج 2 ج 1 


Cyclic ) diskstra ) algorithm اسلوب الدورة (دسكاسترا)‎ :2- 4- 4-5 

عندما يحتوي المخطط الشبكي على أية دورة مباشرة فإنه من غير الممكن التوصل إلى اقصر- 
المسارات باستخدام أسلوب الدورة لذلك يتم استخدام أسلوب دسكاسترا الذي يعتمد على تخصيص 
علامة مؤقتة أو دائمة لكل عقدة بحيث ان العلامة المؤقتة تمثل الحد الأعلى لأقصر مسافة بين العقدة 
١‏ (المصدر) إلى غيرها من العقد بينما العلامة الدائمة تمثل اقصر مسافة حقيقية بين عقدة ا مصدر 
وغيرها من العقد ومن خلال الأمثلة الآتية سوف نوضح الأسلوب بصورة مفصلة: 


مثال (5- 9): أوجد اقصر المسارات للمخطط الشبكي الآني: 


الحل: 

نلاحظ إن الشبكة تحتوي على دورات مباشرة أي التي تكون فيها الأسهم مباشرة وهي: 
د 5 هد 4 
2 كد 5 1-2 3 


2 


ES 
2 چ‎ 
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الخطوة الأولى للحل هي بتخصيص علامة دانئمة مقدارها صفر لعقدة المصدر (1) و تخصيص علامات 
مؤقتة لبقية عقد الشبكة تساوي الفترة الزمنية ( ,4 ) المباشرة بين أية عقدة والعقدة (1) والعقدة التي 
لا ترتبط بصورة مباشرة بالعقدة ( 1) تعطى علامة مؤقتة تساوي (560) أي أن: 

L(0) = ]0 , 2 , 3 , 90 , 00,00] 


العلامة (+) تحت الرقم تدل على أن العلامة دائمة . 
الخطوة الثانية اختيار اقل العلامات المؤقتة لتصبح علامة دائمة أي أن: 
0 ,6 , 6 ,2,3 ,0 ]- )1(1 


الخطوة الثالثة هي تطبيق المعادلة ( 7-5) على كل عقدة مرتبطة بصورة مباشرة مع العقدة (2) من 
خلال سهم مباشر من العقدة (2) إلى العقدة المعنية أي أن: 
١ U, + dy)‏ ويك + u, = Min (u,‏ 
Min (2+2,0+3) =3‏ = 


U, = U, + ريل‎ = 2 + 6 =8 

(3,4 = ز) رس تمثل العلامات اللؤقتة الجديدة التي تقارن مع العلامات القديمة ويتم اختيار الأقل بينها 

وبهذا يتم استبدال العلامات ال مؤقتة للعقدتين 3 , 4 بالعلامات الجديدة ( ,ه) ومن ثم اختيار اقل 
العلامات المؤقتة لتصبح علامة داثمة أي أن: 

ا اواك 


يتم تكرار الخطوة الثالثة على كل عقدة مرتبطة بصورة مباشرة مع العقدة (3) وبذلك ينتج: 
aT‏ 
نكرر الخطوة الثالثة مع كل عقدة مرتبطة بصورة مباشرة مع العقدة ( 5 ) فينتج: 


E )‏ : اك 


* ا ين * * * * * * * * 
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ها أن علامة عقدة المصب ( 6 ) أصبحت علامة دائمة فهذا يعنى حسابات الأسلوب قد اكتملت 
وأن المسافة الأقصر من عقدة المصدر (1 ) إلى عقدة المصب (6) هي (11) ولمعرفة اقصر المسارات يتم 
الرجوع من عقدة المصب بحيث يتم حساب الاختلاف بين علامة عقدة المصب والعلامة الدائمة التي 
تسبقها فإذا ساوى الاختلاف الفترة الزمنية ( ,4) بين العقدتين فهذا يعني أن العقدة تقع ضمن المسار 
ويتم تكرار العملية إلى أن نصل إلى عقدة المصدر فمثلا: 


يل -4 - 11-7 

يل -3-4- 7 
هذا يعني ان العقدتين 5 تقع ضمن امسار بينما: 

ويك * 1 - 2 -3 


زى العقدة 2 لا تقع ضمن المسار ولذلك فإن اقصر المسارات هو: 
۰ 6 حاو اج وخر 
مثال ( 5 - 10 ):أوجد اقصر المسارات للمخطط الشبكي المعرف بام مثال ( 5 - 8): 
الحل: 
7 ل 


x 


نختار العلامة المؤقتة الأقل لتكون علامة داثمة أي: 


J)‏ 00,00,00 ,1 و 


العقد المرتبطة بصورة مباشرة مع العقدة (4) هي 5 , 6 وبتطبيق المعادلة (5 - 7) نحصل على: 
8 -7+ 1 - ييل + U,‏ = ونا 
7 - 6+ 1 = يي + ug = U,‏ 
تقارن العلامات المؤقتة الجديدة للعقدتين 5 , 6 مع العلامات القديمة ويتم اختيار الأقل منها ومن ثم 
يتم اختيار اقل علامة مؤقتة أي أن: 


122 0,2,3, 10 


* * * 
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العقد ا مرتبطة بصورة مباشرة مع العقدة (2 ) هي 6,5,3 وبتطبيق ال معادلة (5 -7) نحصل على: 
U, + dı)‏ , ورك + u, = Min (u,‏ 
Min (0+3,2+4) =3‏ = 
U, + d,;)‏ , ويك + u, = Min (u,‏ 
Min (2+ 5 , 1 +7( =7‏ = 
١ U, + d4)‏ ويك + u, = Min (u,‏ 
Min (2+4,1+6) =6‏ = 
تقارن العلامات المؤقتة الجديدة للعقد 3 , 5 , 6 مع العلامات القدهة ويتم اختيار الأقل منها ومن ثم 


يتم اختيار اقل علامة مؤقتة أي ان: 
[ 023176 


العقد ا مرتبطة بصورة مباشرة مع العقدة ( 3 ) هي 4 , 5 , 6 وبتطبيق المعادلة ( 5 - 7) على العقدتين 
5 فقط لأن العقدة 4 لها علامة دائمة نحصل على: 
U, + dg)‏ ويك + U,‏ و ويك + u, = Min (u,‏ 
Min (u, + dg»‏ = ينا 7= )5,1+7+ 3 , 5 + 2 ) Min‏ = 
U, + d4)‏ ويك + ينا 
Min ) 2 + 4,3 +6, 1+6) =6‏ = 


تقارن العلامات المؤقتة الجديدة للعقد 5 , 6 مع العلامات القديمة ويتم اختيار الأقل منها ومن ثم يتم 
اختيار اقل علامة مؤقتة لتصبح علامة داثمة أي ان: 


ES‏ ا يدرو در 


العقدة المرتبطة بصورة مباشرة مع العقدة (6) هي العقدة (7) وبتطبيق المعادلة (7-5) نحصل على: 
2 = 6 + 6 - بل + U, = U,‏ 
تقارن العلامات المؤقتة الجديدة للعقدة (7) مع العلامة القدهة ويتم اختيار الأقل منها أي (60 , 12 ) هنا ومن 
ثم يتم اختيار اقل علامة مؤقنة لتصبح علامة دائمة أي أن: 
EROS )‏ 


* * * * * * 
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العقدة المرتبطة بصورة مباشرة مع العقدة ( 5) هي العقدة (7) و بتطبيق المعادلة (5 -7) نحصل على: 


u =u, +d, - 7/ + 7 - 4 


العلامة المؤقتة الجديدة للعقدة (7) هي (12,14) ”۸1 وبذلك تكون حسابات الأسلوب قد اكتملت 


أى: 
OTE |‏ 


* * * * * * * 


اقصر فترة زمنية هي 12 أسبوع واقصر المسارات هو: 
7 6د جب رز N‏ 


4-5 - 4 -3: مسألة اقصر المسارات و أنموذج الشحن 
The Shortest - Route Problem And Transshipment Model‏ 

بالإمكان صياغة مسألة اقصر المسارات كأنموذج شحن الموضح بالفقرة (4 -14) وذلك من خلال 
اعتبار مسألة أقصر المسارات تمثل مسألة نقل مصدر واحد وموقع واحد , كمية العرض للمصدر هي 
وحدة واحدة وكمية الطلب للموقع هي وحدة واحدة أيضا . عملية نقل الوحدة الواحدة من المصدر إلى 
الموقع تتم من خلال عدة طرق داخل الشبكة والهدف هو تقليل مسافة سير الوحدة الواحدة من ال مصدر 
إلى اموقع. 0 | 
مثال ( 5 - 11 ): كون أنموذج الشحن للمخطط الشبكي الآتي وأوجد الحل الأمثل له: 
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الحل: 

مسألة اقصر المسارات تتضمن حساب المسافة الأقصر بين عقدة المصدر ( 1 ) وبقية عقد الشبكة ولكن 
أنموذج الشحن يتضمن حساب المسافة الأقصر بين عقدتين فقط أي بين عقدة المصدر (1) وعقدة 
الموقع (5 ) , الجدول ( 5 - 5 ) يوضح أنموذج الشحن: 


)5 - 5 ( الجدول‎ 
3 
! العرذ‎ 
من‎ ۲ 7 ٤ 3 لعرض‎ 
۲ 5 4 M 
١ 1 
1 
3 M 8 
۲ B 
1 
M M 3 
۲ لم‎ 8 
1 
M 1 0 2 
٤ B 
1 
الطلب‎ B B B 1 1+38 


من الجدول ( 5 - 5 ) نلاحظ أن العقدة ( 1) تمثل نقطة عرض بحتة والعقدة (5) تمثل نقطة طلب 
بحتة والعقد 4.3.2 تمثل نقاط شحن كما أن 1 -8 حيث أن قيمة 8 يجب على الأقل أن تساوي 
عدد الوحدات المعروضة وكلف النقل في الجدول تمثل المسافة بحيث أن المسافة من العقدة إلى نفسها 
تمثل بقيمة صفرية ومن عقدة إلى عقدة أخرى غير مرتبطة معها بصورة مباشرة تمثل بقيمة كبيرة جدا 
( 1 ) , الجدول (5 - 5 ) هشل الحل الأمثل باستخدام أساليب حل نماذج النقل الموضحة في الفصل 
الرابع أي أن: 


وهذا يعني أن المسافة هي (6) واقصر المسارات هو: 
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Project Management إدارة المشروع‎ :5 - 5 


إن الإدارة الناجحة للمشاريع الكبيرة تتطلب تخطيطا وجدولة مبرمجة وتنسيقا دقيقا للفعاليات 
العديدة ذات العلاقات المتداخلة . 

للمساعدة في هذه المهمات أنشئت طرائق منهجية مبنية على استعمال ا مخططات الشبكية 
وكان من أكثر هذه الطرائق بروزا هي طريقة امسار الحرج ( (Critical Path Method) ) CPM‏ 
وأسلوب بيرت ) PERT‏ ( أسلوب تقويم وإعادة البرامج (Program Evaluation‏ 
and Review Technique)‏ مساعدة هذين الأسلوبين فإن إداري امشروع يتمكن من: 
2 . جدولة فعاليات المشروع من حيث أوقات سلسلة الأعمال التى يتضمنها ال مشروع. 
3 . السيطرة على فعاليات المشروع ودراسة جدولته بحيث تؤدي إلى اكتمال ا مشروع. 


5-5 -1: شبكة أعمال ا مشروع Project Network‏ 
استخدام أسلوبي المسار الحرج وبيرت في تحليل المشاريع يتم من خلال تكوين شبكة أعمال 
للمشروع بحيث: 
.١‏ الأسهم تمثل فعاليات المشروع أي الأعمال الفردية للمشروع . 
العقد تمثل الحدث أي وقت ابتداء ونهاية فعالية واحدة أو أكثر من فعاليات المشروع. 
اتجاه السهم يمثل تسلسل العمل. 


أي عقدتين داخل الشبكة لا هكن ربطها بأكثر من سهم واحد(أي لا يمكن لنشاطين أن يتفرعا من 
حدث ويلتقيان في حدث لاحق) . 


م e‏ هن 


5-5 -2: فعاليات المشروع 2 Project Activity‏ 
تنقسم فعاليات المشروع إلى نوعين هما: 
5 - 2-5 -1: الفعاليات الحقيقية 
أول خطوة في تحليل المشاريع هي تقسيم المشروع إلى عدد من فعاليات كمثال لنفترض بأن 
الشكل ( 28-5 ) يمثل شبكة الأعمال لأحد المشاريع: 
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الشكل ( 5 - 28 ) 


إن الفعالية تتمثل بسهم مباشر أي إن الشكل ( 5 - 28 ) يحتوي على أربع فعاليات (2 ,0, 8 , 4 )أما 
العقد فتمثل وقد ابتداء ونهاية الفعالية فالعقدة ( 1 ) تمثل وقت ابتداء الفعالية ۸ , 8 والعقدة (2) 
تمثل وقت اكتمال الفعالية ى وابتداء الفعالية © والعقدة ( 3 ) تمثل وقت اكتمال الفعالية 8 وابتداء 
الفعالية © والعقدة ( 4 ) تمثل وقت اكتمال المشروع أي ان عقدة المصب تمثل وقت اكتمال المشرر.وع 
وعقدة المصدر ( 1 ) تمثل وقت ابتداء المشروع والذي يكون صفر , إشارات الأسهم تدل على تسلسل 
الفعاليات بحيث: 

الفعالية ۸ تسبق الفعالية ° 

الفعالية 8 تسبق الفعالية 5 
5 - 5- 2-2: الفعاليات الوهمية  Dummy Activities‏ 
للشكل ( 5 - 28 ) نفترض الآقي: 

الفعالية ۸ تسبق الفعاليتين 8 , © 

الفعاليتين 8 , © تسبق الفعالية 2 
وعلى هذا الأساس فإن الشكل ( 5 - 28 ) يصبح بالصورة الآتية: 


كان هسه 0 52 كن 


الشكل ( 5 - 29 ) 
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احد الشروط لتكوين شبكة الأعمال لأي مشروع هو ان كل عقدتين لا يمكن ربطهما بأكثر من 
سهم ( فعالية ) واحد وللتغلب على هذه المشكلة يتم استخدام ما يسمى بالفعالية الوهمية والتي 
تكون على شكل سهم منقط وتأخذ زمن مقداره صفر ولذلك فإن الشكل ( 5 - 29 ) يصبح بالصورة 


الآتية: 


الشكل ( 5 - 30) 


مثال ( 5 - 12 ): مكتب للمقاولات يروم القيام بإنشاء احد الأبنية, اول خطوة تواجه المكتب هي 
تهيئة الأرض التي سوف يقوم البناء فوقها وبعد ذلك على المكتب ان يوفر المواد الأولية وكذلك الأيدي 
العاملة وبعد ذلك تبدأ عملية حفر الأساس ومن ثم يبدأ البناء .المطلوب تكوين شبكة الأعمال. 


الحل: 

تقسم عملية البناء إلى عدة فعاليات وكالآق: 
: تهيئة الأرض 

8 : توفير المواد الأولية 

© : توفير الأيدي العاملة 

« : عملية حفر الأساس 

£ : بداية البناء 
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8, © تسبق 5 
م تسبق 8 
وعلى هذا الأساس فإن الشبكة تكون بالصورة الآتية: 


مثال (5- 13): كون شبكة للفعاليات الآتية: 
. الفعالية_ . الفعالية السابقة 


حم 
ت 
u DOW *‏ 


الحل: 
شبكة الفعاليات تكون بالصورة الآتية: 
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تحليل المخططات الشبكية Oy‏ 11111171 
مثال (5 - 14 ): كون شبكة للفعاليات الآتية: 
الفعالية الفعالية السابقة 

5 4 

5 8 

3 6 

A,B D 

B,C E 

B F 

D G 

E,F,G H 


الحل: 
شبكة الفعاليات تكون بالصورة الآتية: 


5 - 5 - 3: الحل بوساطة البرمجة الخطية 
Solution By Linear Programming‏ 
للمثال ( 5 - 12 ) نفترض أن أوقات انجاز الفعاليات هي ( 1,4,3 , 5, 3 ) على التوالي ولإيجاد 


الوقت الكلي لإنجاز المشروع ممكن تكوين أنموذج برمجة خطية (1.5) بحيث أن: 

: وقت حدوث الحادثه 1ه (6, سس ,3 (i=1,2,‏ 

ا هثل وقت اكتمال المشروع و ,؛ هثل وقت اكتمال الفعالية 2 وهكذا بالنسبة لبقية الحوادث ( 
العقد ) ولذلك فإن( ؛ - ,) هثل وقت أنجاز المشروع وعلى هذا الأساس فإن أنموذج البرمجة الخطية ) 
(.1..2 يكون بالصيغة الآتية: 
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Min Z= مغ‎ - t 
S.T 
t= =3 
با‎ - t> 4 
t,-t, >1 
را - ا‎ < 0 
ا - پا‎ < 5 
پا - پا‎ < 3 
t> 0 1= 1,2 لس‎ ,6 


إن كل فعالية تتمثل بقيد واحد فمثلا الفعالية 4 تتمثل بالقيد الأول وهكذا بالنسبة لبقية الفعاليات 
وان الوقت الممكن توافره لإنجاز أي فعالية يجب أن يكون اكبر أو يساوي الوقت المتطلب لإنجاز 
الفعالية وباستخدام طريقة السمبلكس ممكن التوصل إلى الحل الأمثل لأنموذج البرمجة الخطية (1.5) 
بحيث أن قيمة 7 تمثل اقل وقت ممكن لإنجاز المشروع. 


مثال (5 - 15): أوجد أقل وقت كاي يتطلبه أنجاز المشروع الموضح بالمثال (13-5)على 
افتراض أن الأوقات المتطلبة لإنجاز فعاليات المشروع هي (4,3,2,2,3,1) على 


التوالي باستخدام البرمجة الخطية (.2.آ): 


الحل: 
صيغة أنموذج البرمجة الخطية 1.5 ) يكون بالصيغة الآتية: 


بأ Min Z=‏ 
S.T‏ 
1< نا 
3 
0 < يا - با 
2 >= 
2 < پا - پا 
3 < ا - پا 
4< يا - tٍ‏ 
6 ------ 2 و1 t, > 0 j=‏ 


فشكن التوضل إل العلل الأمثر للامودع انيفو ا E‏ السغيلك ين بولكن هنا أن عنذه القيود اكبيه 
من عدد المتغيرات فهذا يعني أن احد القيود هو قيد غير مؤ ثر أي أنه 
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يمكن التوصل إلى حل الأنموذج بإعطاء قيمة صفرية ل ,ا أي أن 0 = , وقيم ۽ تمثل أقل قيمة تحقة 
القيود ولذلك فإن الحل الأمثل هو: 
SET gg ESO. ESTOS 0‏ اتنا د" EST‏ 20 


أقل وقت لإنجاز المشروع هو 10 أسابيع ولكن فعاليات أي مشروع تختلف من حيث وقت 
انجاز كل منها وكذلك فإن كل مشروع يتحدد بعدد من الفعاليات التي لا يمكن التأخير في وقت 
إنجازها لأن ذلك يؤدي إلى تأخير انجاز المشروع وهذه الفعاليات تدعى الفعاليات الحرجة لعتانيه ) 
( راء ولتحديد الفعاليات الحرجة من أنموذج البرمجة الخطية (1.5 ) فإن أي قيد مؤثر هثل 
فعالية حرجة أي أن القيد يتحقق بصورة تامة مثال ذلك القيد الرابع حيث 2 -2 -4 = را - ,؛ بينما 
القيد غير المؤثر هشل فعالية غير حرجة أي أن القيد لا يتحقق بصورة تامة وعلى هذا الأساس فإن كل 
فعاليات المشروع هي فعاليات حرجة. 

امسار الذي يربط عقدة ( حادثة ) المصدر بعقدة المصب خلال سلسلة من الفعاليات الحرجة 
يعرف بالمسار الحرج ( 1اه لءةانيت ) والذي يكافيء أطول مسار في شبكة الأعمال وها ان كل فعاليات 
ا مشروع هي فعاليات حرجة لذلك فإن ال مشروع يمتلك اكثر من مسار حرج واحد. 


5 - 5 -4: الحل بوساطة تحليل شبكة الأعمال Solution By Network A¬alysis‏ 


للحل بهذه الطريقة يجب معرفة الوقت المبكر والمتأخر للحادثة حيث أن الوقت المبكر لأي 
حادثة ) The Earliest Time‏ ( والذي يرمز له بالرمز بن يعرف بأنه الوقت ال مبكر لحدوث الحادثة ز 
حيث أن أي حادثة ( عقدة ) ممكن أن تحدث عندما تكون كل الفعاليات المرتبطة بها بصورة مباشرة 
قد أنجزت فمثلا: 


A 
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الحادثة ( 3 ) تحدث بعد انجاز الفعاليات ۸ , 8 لذلك فإن الوقت ال مبكر لحدوث الحادثة ( 3 ) يعرف 
كالآقي: 
( ويك + يتنا , وب + u, = Max ) u,‏ 
حيث ,رك .ريك تمثل أوقات انجاز الفعاليتين 4 , 8 على التوالي والصيغة ممكن أن تعمم كالآق: 
(8-5) وعح وي u, = Max ( U, + dj) a‏ 
أما الوقت المتأخر للحادثة ( The Latest Time‏ ( والذي یرمز له بالرمز v۷,‏ فيعرف بأنه آخر وقت 
لحدوث الحادثة 1 بدون ان يؤثر على اكتمال المشروع فمثلا: 


A 


e 
في حال كون الفعاليتين ۸ , 8 تم انجازهما في زمن مقداره ر٠ , ,7 على التوالي فإن ذلك سوف‎ 
v = يؤدي إلى انجاز ا مشروع بدون تأخير وهذا ممكن في حال افتراض (ي0 -,” , يرك -رv ) صناة‎ 
والصيغة العامة لحسابات الوقت المتأخر لأي حادثة هي:‎ 
vı = Max ) v;- dj) 000 )9-5( 
j 
)15 -5( مثال ( 5 - 16): أوجد الأوقات المبكرة والمتأخرة للحوادث للمثال‎ 


الحل: 

يفترض أن الوقت المبكر للحادثة الأولى هو صفر أي 0 = ,ن ولذلك فإن الأوقات المبكرة لبقية الحوادث 

هي: 
dy, -0+ 1-1‏ + ينا 

( ويك + يتا dı,»‏ + ,كا ) Max‏ 
Max (0+3,1+0) =3‏ = 
3= 1+2= ,ريك + U,‏ - إلا 

u, = Max ) ويك + ونا‎ , U, + بيك‎ ) 


= يلا 
= ج11 
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= Max (3+2,3+3) =6 

= ينا‎ + dy, =6 +4 = 0 

لحساب الأوقات المتأخرة فإن الوقت المتأخر لأخر حادثة يساوي الوقت المبكر لها أي أن = ,نا - 
0 وبعد ذلك يتم احتساب بقيمة الأوقات وكالآتي: 


5 6 56 

V4 = ¥ - بيك‎ = 6-3 =3 

4= 6-2 = ويل - Vy‏ = يو 

Vv, = Min (V,- .بيك‎ V4 - dy) 


Min (4-0,3-2)=1‏ = 
) يبك -ءل" . يبك - Vv, = Min ( Vv,‏ 
Min (1 -1,4-3) =0‏ = 
5 -5 -4 -1: أوقات المرونة Float Time‏ 
تستخدم أوقات المرونة لتحديد المسار الحرج بحيث أن الفعاليات الحرجة تكون ذات أوقات 
مرونة مقدارها صفر , هنالك نوعين مهمين لأوقات المرونة من ثلاثة أنواع وهي: 


1 . الوقت المرن الكلي (۲:۰ :710 7041 ) وهو عبارة عن اكبر وقت يمكن تأجيل المباشرة في تنفيذ 
فعالية ما دون أن يؤثر ذلك على الوقت الكلي لنجاز المشروع ويرمز له بالرمز ( ,78 ) أي انه عبارة 
عن الفرق بين اكبر وقت ممكن لإنجاز الفعالية (ن - بنا) والفترة الزمنية ا مخمنة لإنجاز الفعالية ( 4): 

TF, = vj - dj = u, ا‎ )10-5( 


2 . الوقت المرن الحر ( ۲:۳۴ :ه510 ۴۲۲۲ ) وهو عبارة عن اكبر وقت همكن تأجيل ا مباشرة بتنفيذ 
فعالية ما أذا ابتدأت كافة الفعاليات الباقية في الأوقات المبكرة لها ويرمز له بالرمز ( ,88 )أي أنه 
عبارة عن تجاوز الوقت الممكن للفعالية(س - ,د) للفترة الزمنية لإنجاز الفعالية (,4): 

FF, =u, = dy = u, د‎ )11-5( 
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مثال ( 5 - 17 ): أوجد أوقات المرونة والمسار الحرج للمثال (5- 16 ) 
الحل: 
الجدول ( 5 - 6) هثل أوقات المرونة: 


) 6 - 5 ( الجدول‎ 
Act. dj U, 7j TF, FF; 
A dı =1 0 1 0 0 
B dı, =3 0 4 1 0 
d بيك‎ =0 1 4 3 2 
C بيك‎ - 2 3 6 1 1 
D d =2 1 3 0 0 
E بيك‎ =3 3 6 0 0 
F ي0‎ =4 6 10 0 0 


امسار الحرج هثل الفعاليات ذات قيم صفرية من حيث أوقات المرونة الكلية (,۲۴) ولذلك فإن 
امسار الحرج هو: 

56 5 4 و .2 ج11 
عندما يكون الوقت المرن الكلي لأي فعالية عبارة عن قيمة صفرية فإن ذلك يعني أن الوقت المرن 
الحر للفعالية يكون قيمة صفرية ايضا والعكس غير صحيح . 1 


مثال (5 - 18 ): للمثال ( 5 - 14 ) أوجد الأوقات المبكرة والمتأخرة , أوقات ال مرونة وامسار الحرج 


مع العلم ان الأوقات المخمنة لإنجاز الفعاليات هي (5,2,1,4,5,2,4,3( 
على التوالي: 
(16 ,16( 
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باستخدام ام معادلة ( 5 - 8 ) نحصل على الأوقات المبكرة على اعتبار ان الوقت المبكر للحادثة (1) هو 


صعر: 


Max (0+3,4+0)=4 
Max ) u, + ريك + يتا , يبك‎ ( 
- Max (0+2,4+0)=4 

9= 4+5= وي + Uu,‏ - ولا 


( وميك + ينا و ويك + ونا ) Max‏ حينا 
Max (4+1,4+4)=8‏ = 
ug+ dg (‏ , بيك + ونا ( u, = Max‏ 
Max (9+2,8+0)=11‏ = 
11+5=16= ييل + u‏ 


کا 


باستخدام المعادلة (5 - 9 ) نحصل على الأوقات المتأخرة على اعتبار أن الوقت المتأخر للحادثة (8) 


يساوي الوقت المبكر لها أي 16 = ,۷: 
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d4 E de ) 


= Min ) 7- dy,» 


3 


- Min (4-0,7-0,11-1)=4 


v= Min ( ديرك -,؟‎ V;- dg ¥47 يبك‎ ) 


= Min (4-3,4-4,7-2 )=0 


u, =4-3-0=1‏ -رd‏ 
u, = 4-4-0 =0‏ ديك 
U, =7-2-0=5‏ ديرك 
0= 4-0-4 دين -ريك 
7-0-4-3 - ين ديك 
0 -4- 9-5 ينا -ييك 
6 -11-1-4 - ينا بيك 
11-4-4-3 - إن d„-‏ 
0 -11-2-9 - ينا -بيك 
11-0-8-3- ين ديك 
0 -16-5-11 - بن -ييك 


EE!‏ ل ا A O‏ ل م 
ES‏ نر د يخ ظذ اط 0 لض 
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باستخدام المعادلة ( 5 - 11 ) نحصل على الوقت المرن الحر للفعاليات وكالآق: 
dy- U, =4-3-0=1‏ - يتنا - FF‏ 
d- u, = 4-4-0 =0‏ - ينا د FF‏ 
FF, =u, - d,- U, = 4-2-0 =2‏ 
FF, =u, - dy- uj = 4-0-4 =0‏ 
FF, =U, - dy,- Uy = 4-0-4=0‏ 
dyg- u, =9-5-4=0‏ - ونا - FFg‏ 
FFyg=Ug- dyg- Uy = 8-1-4 =3‏ 
0= 8-4-4 - ين FF, = U,- dyg-‏ 
0 -11-2-9 - ونا FFg,=u,- dgy,-‏ 
3 -11-0-8- ويا ديك FF, =U,-‏ 
0 -16-5-11- بن ديك -ينا = FF,‏ 


الفعاليات(النشاطات) الحرجة هي: 


ولذلك فإن المسار الحرج هو: 

Si 8‏ 5 > 2 > 3 وک ا 
الذي يمثل اقل فترة زمنية لإنجاز المشروع أي ( 16 ) أسبوع ويكافئ أطول مسار في شبكة الأعمال. 
الأرقام الموجودة بين قوسين على العقد تمثل الأوقات المبكرة والمتأخرة للحوادث. 
5 - 5 - 5: طريقة امسار الحرج ( Critical Path Method ( CPM‏ 


تركز طريقة المسار الحرج على خلق موازنة ما بين وقت وكلفة انجاز المشروع من خلال تكوين منحنى الوقت - 
الكلفة لكل فعالية وكما هو موضح بالشكل (31-5). 


الكلفة 
الكلفة المضغوطة 
الكلفة الأعتيادية 
الوقت 
الوقت الاعتيادي الوقت 
المضغوط 
الشكل (5 - 31) 


39 


تحليل ا مخططات الشبكية اي + 2 2 2 2 2 2 2 ز2ز2 2 ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2ز2 2 ز ز2ز 2 ز 2 < 7< ز ز ز ز ز ز ز ز ز [ ا 


الشكل ( 5 - 31 ) بمثل العلاقة بين الكلفة المباشرة للفعالية (والتى تمثل كلفة ال موارد والمعدات 
والعمال ا مستخدمين ولا تتضمن تكاليف المشروع غير المباشرة مثل الأشراف والتكاليف العامة المعتادة 
وفوائد رأس اممال وغيرها ) والفترة الزمنية لها . حيث تمثل النقطة الاعتيادية كلفة ووقت انجاز 
الفعالية بطريقة اعتيادية بدون أية تكاليف إضافية بينما تمثل النقطة ال مضغوطة ( Crashing point‏ ( 
وقت وكلفة انجاز الفعالية على أساس الضغط أي تقليل الفترة الزمنية لإنجازها على حساب الكلفة . 

الهدف الأساسي لطريقة المسار الحرج هو خلق موازنة ما بين وقت وكلفة انجاز كل فعالية 
وبالتالي الحصول على الفترة الزمنية المثلى لإنجاز المشروع وبأقل كلفة ممكنة ولتحقيق هذا الهدف 
يتم الجوء إلى الطريقتين الآتيتين: 


An Enumerative Method طريقة البدائل‎ :1- 5- 5-5 


تستخدم هذه الطريقة للمشاريع الصغيرة فقط والفكرة الأساسية لها هي أن تقليل الفترة 
الزمنية للمشروع تتم من خلال تقليل الفترة الزمنية للفعاليات الحرجة طاما كانت كلف الضغط ( أي 
كلف تقليل الفترة الزمنية ) اقل من الكلفة الاعتيادية, الصعوبة الرئيسية في هذه الطريقة تكمن في 
التغيرات التي سوف تحدث على المسار الحرج . 


مثال (53 - 19): للمثال ( 5 - 17 ) أوجد الفترة الزمنية لإنجاز المشروع بأقل كلفة ممكنة مع العلم 

أن الكلفة الاعتيادية لكل يوم هي 4 ملايين دينار: 

الكلفة المضغوطة ( يوم) الوقت ا مضغوط الوقت الاعتيادي الفعاليات 
5 1 


دن | كذ | ركد | لكا | دنا 
نم 
دیا | ا | ا ين | دن 
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€ F 
(3,4) (6, 6( )10, 10( 


الحل: 
الفعاليات هي فعاليات حرجة وعلى افتراض أن الفعاليتين B,C)‏ ( غير حرجة فإن امسار الحرج 


2200 


الفترة الزمنية الاعتيادية لإنجاز المشروع هي 10 أيام وبكلفة مقدارها 40 مليون دينار . 

لكي يتم تقليل الفترة الزمنية لإنجاز المشروع فإن ذلك يستوجب تقليل الفترة الزمنية لإنجاز الفعاليات 
الحرجة , الفعالية 4 لا هكن تقليل الفترة الزمنية لإنجازها لأن الفترة الاعتيادية لها هي يوم واحد أي 
اقل ما مكن أما الفعالية 2 فإن كلفة تقليل الفترة الزمنية لها يوم واحد تكلف ( 53 ) مليون بينما 
الكلفة الاعتيادية هي 4 مليون وهذا يعني ان تقليل الفترة الزمنية هو غير اقتصادي , الفعالية 1 
لايمكن أن تكون فعالية مضغوطة للحد الأدنى لها أي يوم واحد لأن ذلك سوف يجعل كل من 
الفعاليات 8 ,© فعاليات حرجة أي أن الفعالية ۴ ممكن تقليل الفترة الزمنية لإنجازها يوم واحد فقط 
أي ان الفترة الزمنية لإنجاز ا مشروع تصبح (9 ) أيام وبكلفة مقدارها 39 مليون دينار , ولكي نقلل 
الفترة الزمنية لإنجاز المشروع لأكثر من يوم واحد فإن ذلك يتطلب تقليل الفترة الزمنية لإنجاز الفعالية 
£ يوم واحد بالإضافة إلى تقليل الفترة الزمنية لإنجاز الفعالية 8 أو © ليوم واحد أي: 
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التغير الصافي في 


الكلفة النقصان في الكلفة الاعتيادية | الزيادة في الكلفة اا مضغوطة الفعاليات 
E+B 6 4 +2‏ 
E+C 8 4 + 4‏ 


ما أن التغير الصاف في الكلفة هو موجب فإن تقليل الفترة الزمنية هو غير اقتصادي. 
الفعالية ۴ ممكن تقليل الفترة الزمنية لها إلى (2) يوم وبذلك تكون الفترة الزمنية النهائية لإنجاز 
المشروع هي (7) أيام وبكلفة مقدارها 37 مليون دينار 
مثال (20-5): أوجد الفترة الزمنية المثلى لإنجاز مشروع يتضمن نمانية فعاليات بأقل كلفة ممكنة. 
الكلفة المضغوطة (لكل 
يوم) 
4 


الوقت المضغوط (يوم) الوقت الاعتيادي (يوم) | الفعاليات السابقة الفعاليات 


A 3 10 


لت O|O|‏ الى امس | 2 .م 
حح 
6 
ني أإس |د إت أإه )ن آي 
یہ | د | دد | س | س | س اح أحر 
دہ أده | س إس | إت أاصر 


الكلفة الاعتيادية لكل يوم عمل هي ( 5) مليون دينار والأوقات المبكرة وال متأخرة للحوادث (,۷, ,س ) 


(14, 14) 


)20,20( 25, 25( 
H 


(5,7( )15,15( 


الحل: 
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17ر( ر )8ر3 فهر 


الفترة الزمنية الاعتيادية لإنجاز المشروع هي 25 يوم وبكلفة مقدارها 125 مليون دينار. 

لكي نقلل الفترة الزمنية لإنجاز المشروع فيجب تقليل الفترة الزمنية لإنجاز الفعاليات الحرجة المكونة 
للمسار الحرج, تقليل الفترة الزمنية لإنجاز الفعالية 4 هو اقتصادي لأن ذلك يؤدي إلى تقليل الكلفة 
مليون دينار لكل يوم (1 - 4 - 5 ) الا أن الحد الأدنى لتقليل الفترة الزمنية ل ۸4 هو 8 أيام لان تقليل 
الفترة الزمنية ل 4 إلى 7 أيام يجعل كل من 8 , © عبارة عن فعاليات حرجة وعلى هذا الأساس تكون 
الفترة الزمنية ل ۸ هي 8 أيام ومجموع الكلفة تقلل إلى 123 مليون دينار , ولكي نقلل الفترة الزمنية ل 
4 إلى 7 أيام فإن ذلك يتطلب تقليل الفترة الزمنية يوم واحد ل 8 أو © أي أن: 


EE TET 
الفعاليات‎ ٠ النقصان في الكلفة الاعتيادية | الزيادة في الكلفة المضغوطة‎ | © ©“ 0 
A+B 4+2 =6 5 +1 
A+C 4+2 =6 5 41 


من الجدول في أعلاه يتضح ان تقليل الفترة الزمنية هو غير اقتصادي لأن ذلك يؤدي إلى زيادة في 
مجموع الكلفة مقدارها مليون دينار لكل يوم. 

الفعاليات الحرجة © ,۴ , 8 , 2 تتمثل بمسارين حرجين متوازيين Parallel‏ ( 
Critica Paths (‏ بين العقدة 3 والعقدة 6 وكا ڏني: 


E 
لكي نقلل الفترة الزمنية لأحدى فعاليات امسار يجب ان نقلل الفترة الزمنية لأحدى فعاليات‎ 
المسار الأخر أي أن:‎ 
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التغير الصاؤ 

3 “5 © | النقصان ف الكلفة الاعتيادية | الزيادة ف الكلفة المضغوطة الفعاليات 
D+E 3+3 =6 5 +1‏ 
م 5 4= 1 +3 D+G‏ 
F+E 5+3 =8 5 +3‏ 
F+G 5+1 =6 5 +1‏ 


من الجدول في أعلاه يتضح أن تقليل الفترة الزمنية ل 2 و 6 يوم واحد يؤدي إلى تقليل مجموع الكلفة بمقدار 
مليون دينار ولذلك فإن مجموع الكلفة يصبح 2 مليون دينار. 


الفعالية 11 ممكن تقليل الفترة الزمنية لها إلى 4 أيام وذلك يؤدي إلى تقليل مجموع الكلفة مقدار مليون دينار أي 
يصبح 121 مليون دينار . 
والفترة الزمنية المثلى لإنجاز ا مشروع هي 21 يوم بعد تقليل الفترة الزمنية للفعاليات الآتية: 
الفعالية 4 الفترة الزمنية لها 8 أيام 
الفعالية 2 الفترة الزمنية لها 3 ايام 
الفعالية © الفترة الزمنية لها 4 ايام 
الفعالية 11 الفترة الزمنية لها 4 ايام 
في بعض المسائل تعطى الكلفة ا مضغوطة بصورة إجمالية لعدة أيام لذلك يصار إلى استخراج الكلفة 
ا مضغوطة لليوم الواحد . 
5 -5 -5 -2: طرائق البرمجة الرياضية Mathematical Programming Methods‏ 
ف حالة ال مشاريع الكبيرة فإن البرمجة الرياضية تكون اكثر كفاءة ف جدولة المشاريع , ف هذه 
الفقرة سوف نستعرض بعض نماذج البرمجة الخطية (.1.۲) التي تستخدم في تحليل المسار الحرج. 
الشكل ( 5 - 32 ) يوضح العلاقة بين الكلفة والفترة الزمنية لإنجاز أي فعالية من فعاليات 
امشروع . 
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الكلف 
المباشرة 


Slope = C1 
ٍْ tij 
زز الفترة الزمنية زز‎ 

الشكل ( 5 - 32) 
حيث أن: 
,× : الوقت الأعتيادي لإنجاز الفعالية ( ز,1) . 
,1 : الوقت المضغوط لإنجاز الفعالية (ز,1) . 
.© : كلفة تقليل الفترة الزمنية للفعالية ( ز, 1) وحدة واحدة. 
ر† : الفترة الزمنية لإنجاز الفعالية ([.1) وهو متغير غير معلوم يقع بين را و ر&. 
الكلفة المضغوطة تحسب بالصيغة الآتية: 

OOK ا‎ 

بالإضافة إلى ذلك فإن ٤‏ تمثل وقت حدوث الحادثة 1 (« , ---- 1,2 -1) للمشروع الذي يتضمن ” 
من الحوادث , وعلى هذا الأساس سوف نستعرض ثلاثة نماذج تستخدم لتحليل المسار الحرج لإدارة 
المشاريع وفي كل من هذه النماذج الثلاثة يتم افتراض ان الوقت الأعتيادي والوقت المضغوط والكلفة 
اا مضغوطة تكون معلومة لكل فعاليات ال مشروع . 
الأموذج الأول: مشروع يجب ان يكتمل في الوقت ‏ والمطلوب تحديد كيفية عمل فعاليات المشروع 
بحيث نقلل الكلفة الكلية المضغوطة . 
هذه المسألة ممكن أن تصاغ كبرنامج خطي وكالآق: 
Min Z= > C,( Ky, - tj)‏ 


1 زر‎ 
S.T 
tt >t  V i,j 
j i ij 
tT 
L st, > K, V i,j 
1 1 1 
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باستخدام طريقة السمبلكس ممكن التوصل إلى حل المسألة في أعلاه بحيث قيمة 7 تمثل تقليل الكلفة ا لمضغوطة 
, قيمة ۲ يجب أن تكون اكبر أو تساوي طول امسار الحرج. 
الأنموذج الثاني: نفترض وجود ميزانية إضافية بقيمة مقدارها 8 دينار والمطلوب تخصيص الموارد 
الإضافية بأفضل أسلوب ممكن بحيث يقلل الفترة الزمنية لإنجاز المشروع , هذه المسألة ممكن ان 
تصاغ كبرنامج خطي وكالآق: 
Min Z=t, -t,‏ 
S.T‏ 


قيمة 7 تمثل اقل فترة زمنية لإنجاز المشروع بالاستعانة بالميزانية الإضافية 8 . 

من خلال نموذجي البرمجة الخطية (.1.۲) الأول والثاني , نحصل على علاقة بين مجموع الكلفة 
ا مضغوطة والفترة الزمنية لإنجاز المشروع . 

الشكل ( 5 - 33 ) يوضح العلاقة بين الكلفة اممباشرة والفترة الزمنية: 


٠#‏ الفترة الزمنية ‏ نا 
لإنجاز المشروع 
الشكل ( 5 - 33) 
حيث أن: 
٠‏ : الفترة الزمنية لإنجاز المشروع بحيث الفعاليات أنجزت بأوقاتها الاعتيادية . 
1 : الفترة الزمنية لإنجاز المشروع بحيث الفعاليات أنجزت بأوقاتها ا مضغوطة . 
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دالة الكلفة ف الشكل (33-5) تدعى دالة خطية القطع Piece - Wise‏ ( 
Linear Function (‏ ويلاحظ أن الكلفة ال مباشرة لإنجاز فعاليات ال مشروع تتزايد عندما تقل الفترة 
الزمنية لإنجاز المشروع لكن الكلفة غير المباشرة تقل مع تقليل الفترة الزمنية لإنجاز ا مشروع. 

الشكل ( 5 - 34 ) يوضح العلاقة بين الكلفة الكلية ( مباشرة + غير مباشرة ) والفترة الزمنية لإنجاز 
امشروع. 


T* TMax 
)34 - 5 ( الشكل‎ 


من الشكل ( 5 - 34 ) يمكن ملاحظة منحنى كلفة المشروع والذي من خلاله نستطيع ان نختار الفترة 
الزمنية المثلى ( *1 ) والتي تؤدي إلى تقليل مجموع الكلفة وكذلك نستطيع تحديد افضل فترة زمنية 
مثلى لكل فعالية وكذلك ممكن تحديد الكلفة ا لمضغوطة والمسار الحرج . 

الأنموذج الثالث: إذا كانت الكلفة غير مباشرة للمشروع خطية مع الفترة الزمنية للمشروع والمطلوب 
تحديد امثل فترة زمنية للمشروع ( *1 ) وامثل جدولة للمشروع , لنفترض ان الكلف غير المباشرة متناسبة 
مع الفترة الزمنية للمشروع ويرمز لها ۴ لكل وحدة وقت فإن الكلفة غير المباشرة تحسب بوساطة ,))۴ 
( ,۲ - حيث ( ,۲ - ,؛) هي الفترة الزمنية غير المعلومة للمشروع أما الكلفة المباشرة فأنها تحسب 
بوساطة ( - ,× ).0 < حيث ,6 هي الفترة الزمنية غير المعلومة للفعالية (ز,1) . 


متك 1 


تحديد الجدولة المثلى للمشروع بحيث نقلل مجموع الكلفة ممكن الحصول عليها من خلال البرنامج 
الخطي الآق: 
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Min 2 - 8 )), - ,( + 2Z C,( ب - ,ك1‎ ( 
ز1‎ 
S.T 


ولتوضيح الأنموذج في أعلاه نستخدم اممثال ( 3 - 20 ) حيث أن: 
ا - ,ا: الفترة الزمنية لإنجاز المشروع . 
( - +)5: الكلفة الاعتيادية لإنجاز المشروع . 
الكلفة المباشرة هي الكلفة المضغوطة لأي فعالية والتي تكون متناسبة مع مقدار تمدد الفعالية بحيث 
ان الكلفة المضغوطة للفعالية 4 هى ( ,: - 10 ) 4 وللفعالية 8 هى ( رغ - 5 ) 2 وهكذا بالنسبة لبقية 
الفعاليات ولذلك فإن الأنموذج يكون بالصيغة الآتية: 1 

Min Z=5(t,- t,)+4(10-t,)+2(5-t,)+2(3-t,)+3 )4 - يي‎ 

(يمغ- 4)5+(زيغ-1)5+(ي+-5)6+(2+-3)5+ 


S.T 

SN‏ اع 

ty E> tp 

EES, 

رونا قي کا 

وا اذ اديع 

ا <رأ حهة 

ا t<‏ حم 

t> tg‏ درا 
0 > رغ > 7 
S5‏ يا > 4 
3 كار 2:2 
4 ك را > 3 
5 > يغ > 3 
6 > يغ > 3 
t4 > 5‏ >2 
tg S5‏ > 4 
0 < ادو 


عندما 0 - ,6 فإن الحل الأمثل ممكن التوصل إليه باستخدام طريقة السمبلكس وكالآني: 
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الفترة الزمنية لإنجاز المشروع هي 21 يوم وبكلفة مقدارها 121 مليون دينار . 


) أسلوب تقييم ومراجعة ال مشاريع ( بيرت‎ :6- 5- 5 
Program Evaluation And Review Technique ( PERT ( 


تفترض طريقة امسار الحرج ( ٥۶١‏ ) إن أوقات انجاز الفعاليات تكون معلومة لكنها ممكن أن 
تتغير بتغير مستوى الموارد , ولكن في الحياة العملية فإن فعاليات المشروع لا مكن إعطاء تقديرا ثابتا 
للزمن الذي تستغرقه لذلك فإنه من الضروري الأخذ بنظر الاعتبار احتمالات متعددة بصدد الفترة 
الزمنية لتنفيذ فعاليات المشروع . 
إن أسلوب بيرت يأخذ بنظر الاعتبار ثلاثة أنواع مختلفة من التخمينات لوقت انجاز الفعالية 
للحصول على معلومات أساسية حول توزيعه الاحتمال. 
وهذه التخمينات هى: ١‏ 
1 . الوقت الأكثر احتمالا ( ذا رانا 20066 ): يرمز له بالرمز («) وممثل التخمين الأكثر واقعية لوقت 
انجاز الفعالية أي انه يمثل المنوال للتوزيع الاحتمالي لوقت انجاز الفعالية . 
2 . الوقت التفاؤلي ( 11۳۴ نان سنام ): يرمز له بالرمز (ه) وهثل أفضل تخمين لوقت انجاز الفعالية 
ف حال عدم حدوث عقبات في امشروع ويمثل الحد الأدنى للتوزيع الاحتمالي للوقت. 
۳ . الوقت التشاؤمي ( Pessimistic rime‏ ): يرمز له بالرمز (0) ويمثل تعظيم وقت انجاز الفعالية أي 
حدوث عقبات في المشروع ويمثل الحد الأعلى للتوزيع الاحتمالي للوقت وكما هو موضح بالشكل 
(35-5): 
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الوقت 


الشكل ( 5 - 35) 


هنالك عدة فرضيات للحصول على القيمة المتوقعة والتباين للوقت المتطلب لإنجاز الفعالية, إحدى هذه 
الفرضيات هي ان الانحراف المعياري يساوي سدس المدى أي أن: 


(12-5) --------- [(ه-ط )1/6] =0 
الأساس المنطقي لهذه الفرضية هي ان ذيول العديد من التوزيعات الاحتمالية تعتبر واقعة حوالي 3 
انحرافات معيارية عن المتوسط لذلك فإن الانتشار بين الذيول يساوي حوالي 6 انحرافات معيارية . 
يتم افتراض إن التوزيع الاحتمالي لوقت انجاز الفعالية هو توزيع بيتا ( »8 ) وكما هو موضح بالشكل 
(35-5) ولذلك فإن القيمة المتوقعة للتوزيع الاحتمالي هي: 
(13-5) --------- 6/(ط + 472 + 2) M=‏ 
المعادلة ( 5 - 13 ) تمثل القيمة المتوقعة المخمنة للوقت المتطلب لإنجاز الفعالية من خلال اشتراك 
التخمينات الثلاثة للوقت على افتراض ان نقطة المنتصف (2/ (2+5)) تساوي نقطة الوقت الأكثر 
احتمالا ( مد ) ولذلك فإن: 
6 /(ط + 42 + ح ) - M=((a+b)/2 +2m)/3‏ 
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بعد احتساب القيمة المتوقعة والتباين لوقت انجاز الفعالية من خلال المعادلتين ( 5- 13) و(12-5) 

على التوالي نحتاج إلى ثلاثة فرضيات لحساب الفترة الزمنية لإنجاز ا مشروع وهي: 

1 . أوقات انجاز الفعاليات مستقلة واحدة عن الأخرى . 

2 . القيمة المتوقعة والتباين لوقت انجاز المشروع هي مجموع القيم المتوقعة والتباينات على التوالي 
لأوقات انجاز فعاليات المسار الحرج . 

3. وقت انجاز المشروع يتوزع توزيع طبيعي والسبب في ذلك أن الوقت هو مجموع عدة متغيرات عشوائية 
مستقلة وبالاستناد إلى مبرهنة الحد المركزي ( Central limit theorem‏ ) فإن التوزيع الاحتمالي للوقت يكون 
توزيع طبيعي تقريبي . 

بالإمكان تقدير احتمال حدوث آية حادثة في الشبكة فبافتراض ان ,× تمثل الوقت المبكر لحدوث 

الحادثة 1 وها ان أوقات انجاز الفعاليات هي عبارة عن متغيرات عشوائية فإن ,× هو متغير عشوافي 

كذلك وعلى افتراض أن فعاليات الشبكة هي مستقلة إحصائيا فإن عملية احتساب التوقع و التباين ل 

2 تكون کالاآتي: 

1 .في حالة وجود مسار واحد يقود إلى الحادثة 1 من حادثة البداية ( عقدة المصدر ) فإن: 


حيث 2 تمثل الفعاليات المكونة للمسار . 

2 . في حالة وجود أكثر من مسار واحد يقود إلى الحادثة ¡ من حادثة البداية فيتم اختيار امسار الأطول 
ويتم تطبيق المعادلتين (5- 14) و(15-5). 

,× هو مجموع متغيرات عشوائية مستقلة وبموجب مبرهنة الحد المركزي فإن ,× يتوزع توزيع طبيعي 

تقريبى بوسط (2) ۴ وتباين ( )١×,‏ 78:2 وما ان ,× هثل الوقت ال مبكر لحدوث الحادثة 1 وبافتراض ,78 

يمثل الوقت ال مخمن لحدوث الحادثة ¡ فإن: 
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لا E,‏ „ 5 لاقام N, -E(N,) _ E,‏ = < 
0 کے ام ال 0-0" ل -(ه» مام 


حيث 7 يتوزع توزيعا طبيعيا قياسيا بوسط صفر وتباين مقداره واحد وأن قيمة الاحتمال المحسوب 
تمثل احتمال حدوث الحادثة بين الوقت ال مبكر والمتأخر لحدوثها . 

وبالإمكان استبدال قيم ,8 بقيم ٠,‏ بحيث إن قيمة الاحتمال تمثل عدم تجاوز وقت حدوث الحادثة 1 
للوقت المتأخر لحدوثها . 


مثال ( 5 - 21 ): مشروع يتكون من 8 أعمال ( فعاليات) و كالأق: 
الفعالية 


a m b‏ السابقة الفعالية 
A 2 3 4‏ 
B - 2 4 6‏ 
C A 4 5 6‏ 
D A 4 6 8‏ 
E B 5 7 9‏ 
F B 5 6 7‏ 
C,E 7 9 11‏ 6 
H D,F 5 7 9‏ 
أوجد توقع وتباين الفترة الزمنية اللازمة لإنجاز المشروع . 


الحل: 
الشكل ( 5 - 36 ) يبين المخطط الشبكي للمشروع . 


3,6( (11,11( 
C 


(20, 20( 


F (00,13)‏ 4ب 
الشكل ( 5 - 36) 
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باستخدام امعادلتين ( 5 - 13) و (12-5) نحصل على توقع وتباين الفترة الزمنية اللازمة لإنجاز 
فعاليات المشروع على التوالي وكما هو مبين بالجدول (5- 7) : 


الجدول ( 5 - 7) 

Act. M 6 6o7 
A 3 1/3 1/9 
B 4 2/3 4/9 
6 5 1/3 1/9 
D 6 2/3 4/9 
E 7 2/3 4/9 
F 6 1/3 1/9 
G 9 2/3 4/9 
H 7 2/3 4/9 


باستخدام توقع الفترة الزمنية لإنجاز كل فعالية ومن خلال ال معادلة ( 5 - 8) نحصل على الأوقات 
ا مبكرة للحوادث وكالآق وبافتراض أن 0= ,ن: 
M, =0+3 =3‏ + را ح يلا 
Uu, =U, + My, = 0 + 4 - 4‏ 
Mp)‏ + ونا 21 + u, = Max (u,‏ 
Max (3+5,4+ 7) =11‏ = 
ug= Max (u, + Mp, u; + M,)‏ 
Max (3+ 6,4 + 6) = 10‏ = 
My)‏ + ينا ى 2/1 + u4 = Max (u,‏ 
Max (11 +9,10+ 7) - 0‏ = 


من خلال المعادلة ( 5 - 9) نحصل على الأوقات المتأخرة للحوادث وكالآق وبافتراض أن 20 = = ۷: 


= Min ) 13 -6,11-7( - 4 
v, = Min ) 7, - ى آلا‎ 7 - Mo) 
= Min (13-6,11-5) =6 
Vv, = Min (Vv, -M,,V;- Mp) 
= Min (6-3 ,4-4) =0 


يتساوي الوقت المبكر والمتأخر للحوادث (1 , 4,3 ,6) فإن الفعاليات 8 ,8 , © تمثل الفعاليات 
الحرجة والمسار الحرج يكون كالآتي: 
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(BE) © 


توقع الفترة الزمنية لإنجاز المشروع هو: 
E(T) = My, + M, + Mç‏ 
20= 9+ 7+ 4= 
تباين الفترة الزمنية لإنجاز المشروع هو: 
+أ6 + Var (T) = O4 + OF,‏ 
3 = 4/9 + 4/9 + 4/9 = 
مثال ( 5 - 22 ): للمثال ( 5 - 21) , قدر احتمالات حدوث الحوادث على افتراض أن الوقت المخمن 
لحدوث الحوادث هو: 


(6, سس ,2,3 - E =3,5,10,12,22 (i‏ 
وما هو اختمال انجاز المشروع خلال قترة زمنية لا تتجاوز 18 يوم . 
الحل: 
الجدول ( 5 -8) 
E, -E(N,)‏ 6 
Pr(Z < Ki)‏ د چ Ou‏ | بك Ei  E(ND j‏ امسار الحادثة 
On,‏ 
EE 3 1/9 | 0.33 0 0.50‏ 2 
0.93 1.49 0.67 | 4/9 4 5 أوج ] 3 
0.14 1.06 0.94 | 8/9 11 10 12324 4 
0.99 267 75 | 5/9 10 2 أوج وج]ر 5 
0.95 1.74 115 | 4/3 20 2 | 6ج ديج وور 6 


الجدول ( 5 - 8 ) يبين احتمال عدم تجاوز وقت حدوث الحادثة للوقت المخمن لها بحيث ان العمود 
الثاني في الجدول ( عمود امسار ) يستخرج مباشرة من الشبكة وهو هثل أطول مسار يصل الحادثة 1 
من حادثة البداية (1) والعمود الأخير تستخرج قيمه مباشرة من جداول التوزيع الطبيعي القياسي. 
أما حساب احتمال انجاز المشروع خلال فترة زمنية لا تتجاوز 18 يوم فيتم كالآق: 
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„ZEB. ED جام‎ 18-20 7 14 
0 0 1.15 


أي أن هنالك احتمال 14 % بأن المشروع سوف يكتمل خلال 18 يوم . 

وبالإمكان احتساب احتمال عدم تجاوز وقت حدوث الحوادث للوقت المتأخر لحدوثها وذلك 
باستبدال قيم ,1 بقيم ,۷ وهذه الاحتمالات توفر لأداري المشروع معلومات عن الموارد التي يجب 
توفيرها وذلك لتقليل احتمال التأخير في ا مشروع . 


مثال (5- 23 ): مشروع يتكون من 14 فعالية وكالأقي: 


a m b‏ الفعالية السابقة الفعالية 
A 3 4 5‏ 
8 7 6 8 8 
A 7 9 14‏ 6 
D A 4 6 8‏ 
E A * 4 6‏ 
B,C 8 10 12‏ وا 
G D,F 6 1 12‏ 
H B,C 3 5 7‏ 
BE 10 12 14‏ 1 
BEG 39 10 11‏ 1 
K BEG 5 5 5‏ 
L H,1,]J 5 7 9‏ 
M H,1,] 9 12 15‏ 
N K,L 8 11 14‏ 


أوجد ما يلي: 

1 . توقع وتباين الفترة الزمنية لإنجاز المشروع . 

2 . ما هو احتمال إكمال المشروع خلال فترة زمنية لا تتجاوز 50 و ٠‏ يوم على التوالي 
3 . احتمالات عدم حدوث الأحداث بعد الأوقات المتأخرة لحدوثها . 

الحل: 

الشكل (5 -37 ) هثل شبكة ال مشروع . 
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الشكل ( 5 - 37) 


باستخدام امعادلتين ( 5 - 13) و (12-5) نحصل على توقع وتباين الفترة الزمنية اللازمة لإنجاز 
فعاليات المشروع على التوالي وكما هو مبين بالجدول (9-5) : 


الجدول ( 5 - 9) 

Act. M o o 
A 4 1/3 1/9 
B 7 1/3 1/9 
19 9 2/3 4/9 
D 6 23 4/9 
1 4 2/3 4/9 
F 10 2/3 4/9 
G 7 1 1 
E 8 2/3 4/9 
1 12 2/3 4/9 
1 10 1/3 1/9 
K 5 0 0 
7 7 2/3 4/9 
M 12 1 1 
N 11 1 1 


باستخدام توقع الفترة الزمنية لإنجاز كل فعالية ومن خلال ال معادلة ( 5 - 8) نحصل على الأوقات 
ال مبكرة لحدوث الحوادث وكالآق 


Mo)‏ + ينا Max (u, + Mg,‏ = ى 

= Max (0+7,4+9)=13 

u, = Max (u, + M, u, + Mp) 
- Max (13 +10, 4+ 6) = 3 

Max (u, + Mg, u, + Mp)‏ - ب خا 
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- Max (4+4,23+7) =0 
u, = Max (u, + M, u, +M, u,+M,) 
Max ) 13 + 5 , 23 + 12 , 30 + 10) = 40 
Max (u, + M« ىنا‎ + M,) 
Max ) 30 + 5 , 40 + 7) = 47 
= Max (ug + My, U, + M,) 
- Max (40+ 12,47 +11) = 8 


من خلال المعادلة ( 5 - 9 ) نحصل على الأوقات المتأخرة لحدوث الحوادث وكالآق: 


ع 
1 


ها 


Vg - ح- ولا‎ 8 
vy - My = 58 - 11 = 47 
sg My) 
= Min ) 47 - 7 , 58 - 12) = 0 
= Min ) 7, - 27 7 - Mx) 
= Min ) 40 - 10 , 47 - 5) = 0 
Vv, = Min ) 7 ب‎ - Mq v4 - MD 
= Min ) 30 - 7 , 40 - 12) = 3 
v, = Min (vg - Mv, M,) 
= Min (40-5 , 23 - 10) = 3 
Vv, = Min (V,- Mc, V,- Mp, 7 - يا‎ ( 
= Min (13-9,23-6,33-4 =4 
Vv, = Min (Vv, - Mg, V,- 20 ل‎ 
= Min (13-7 ,4-4) =0 


V7 


vg = Min ) 7, - 7 


6 


Vs 


ا مسار الحرج يكون بالشكل الآتي: 


F 5 G © J © 1)78‏ )6 6 غ 
توقع الفترة الزمنية لإنجاز ا مشروع هو: 
E ) 1 ( = M, + Me + M, + Mg + M, + M, + My‏ 
8 - 11+ 7 + 10 + 7 + 10 + 9+ 4 = 


تباين الفترة الزمنية لإنجاز المشروع هو: 
2 3 2 2 4 2 
O, + ©‏ +ر0 + Var(T)= O,+ © +O,+ OG‏ 
9 = 1+ 4/9 +1/9+ 1 + 4/9 + 4/9 + 1/9 - 


2 . احتمال إكمال المشروع في فترة زمنية لا تتجاوز 55 يوم هو: 
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أما احتمال إكمال المشروع في مدة لا تتجاوز 60 يوم فهو: 


0.05 (1.59- > 2) م - ا 

1.89 

0.85 =}1.05< 2) م - ا 
1.89 


3 . الجدول (5 - 10 ) هثل احتمال عدم حدوث الأحداث بعد الأوقات المتأخرة لحدوثها . 


Ki)‏ < )عم 


0.50 


_ 1 7 


9 
0 


0 


0 


4 


i 


1:6 


1.89 


)10 - 5 ( الجدول‎ 
E(Ni) O: 

4 1/9 

13 5/9 

23 1 

30 2 

40 19/9 

47 23/9 

58 32/9 
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امسار 
2م12 
جح ر2 1 
رج و جره 1 


5< يه وج چ1 

6جو چ ج وج 1 1 
7م جه جب جو جم چ1 
جړ ج وج م ج11 
5369748 


Network Analysis 


الحادثة 
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مسائل 
Problems‏ 


( 1-5 ) : الشكل الآق: 


أوجد: 

1 . الشجرة الممتدة الصغرى . 

2 . الشجرة الممتدة الصغرى على افتراض ان العقدتين 5 , 6 مرتبطتين مسار طوله 2 كم . 
3 . الشجرة ال ممتدة الصغرى على افتراض عدم وجود ارتباط بين العقدتين 2 , 5 


( 2-5 ): للشبكة الآتية: 


أوجد الانسياب الأقصى بين العقدتين 1 , 5 . 
( 5 - 3 ) : كون أنموذج برمجة خطية (.1.2) للمسألة (5 -2) . 


( 5 - 4 ) : لأنموذج النقل الآتي: 
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١ إلى‎ I II III العرض‎ 

0 
1 0 5 10 

20 2 3 7 8 
30 4 2 4 
60 25 20 15 
7 الطلب 

كون المخطط الشبي للأموذج وأوجد الحل الأمثل له باستخدام طريقة السمبلكس. 


(5 - 5 ): أوجد الانسياب الأقصى بين العقدتين 1 , 6 للشبكة الآتية: 


(A) 


(B) 
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Network Analysis 


تحليل المخططات الشبكية 
(7-5): مشروع يتكون من 13 فعالية وكالآتي : 
J] K LM‏ 1 11 © ير E‏ م © 8 IA‏ الفعالية 
A A BE BE CG CG BI EI D,K‏ - - / الفعالية السابقة 
كون شبكة أعمال المشروع . 
( 5 - 8 ) : كون شبكة الأعمال طمشروع يتكون من الفعاليات الآتية : 
F G H 1I J K L‏ 


l/l A B © D E‏ الفعالية 


AB 8 B CF B EH EH CD,E] K‏ - - - /الفعالية السابقة 


مع العلم ان 1, 6 ,1 تمثل الفعاليات النهائية للمشروع . 


( 5 - 9 ) : أوجد الأوقات المبكرة والمتأخرة لحدوث الحوادث لشبكة الأعمال الآتية: 


(5 - 10 ): اوجد أوقات المرونة وا مسار الحرج للمسألة(٥-١).‏ 


(11-5): حدد المسار الحرج للمشاريع الآتية: 


) A) 
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(B) 


( 5 - 12): للمسألة ( 5 - 11) حدد الفترة الزمنية المثلى اللازمة لإنجاز المشروع على اساس الكلف الاعتيادية 
وا لمضغوطة لفعاليات المشاريع المبينة في ادناه: 


ا مشروع - ۸ - 
الكلفة المضغوطة الوقت ال مضغوط الكلفة الاعتيادية الوقت الاعتيادي الفعاليات 
200 2 100 5 وج 1 
80 1 50 2 4 جر 
180 1 150 2 ج ]| 
250 5 200 7 و جر 
yT 5 20 2 40‏ 
E 4 20 2 40‏ 
80 1 60 3 و اوک و 
60 6 30 10 6 جد و 
20 2 10 5 م جد 4 
90 5 70 9 1 
130 1 100 4 م ج و 
160 1 140 3 7 ج و 
200 1 200 3 7 ج ى 
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المشروع - 8 - 
الكلفة ا مضغوطة الوقت ا مضغوط الكلفة الاعتيادية الوقت الاعتيادي الفعاليات 
400 1 100 4 وج 1 
640 5 400 8 وج 1 
180 6 120 9 4 ج 1 
60 1 20 3 6م ج 1 
100 3 60 5 وج ر 
270 7 210 9 5 جه ر 
800 8 400 12 4 ج و 
140 12 120 14 7 ي و 
750 10 500 15 5وج 4 
220 6 200 10 7 4 
240 8 160 11 ئ كت 5 
110 5 70 8 ج جد و 
180 2 100 10 7 م 
(5 - 13): مشروع يتكون من 10 فعاليات وکالآن : 
a m b‏ الفعالية 
18 16 14 وج 1 
16 14 1 وج )| 
23 18 13 6 ج 2 
ع 8 7 +4 جه 3 
g35 16 16 16‏ 
37 26 20 م جدو 
12 8 6 ۶ ج 4 
13 10 8 م ج و 
21 17 13 7 جد و 
15 8 6 7 ج ى 


أوجد مايلي: 

1 . القيمة المتوقعة والتباين للفترة الزمنية اللازمة لإنجاز المشروع . 
2. احتمالات عدم حدوث الأحداث بعد الأوقات المتأخرة لحدوثها . 
3 . احتمال اكمال ا مشروع في مدة زمنية لا تتجاوز 50 يوم . 
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(14-5): على افتراض 


10 


15 


12 


ن تقديرات ( 2 , 2< , ط ) للمسألة (5 -11) هي كالآذٍ 


امشروع - ۸ - 


12 


10 


الفعالية 


6 جه 3 


أوجد احتمالات حدوث الحوادث بدون تأخير 
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13 


10 


8 


15 


10 
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م 


10 
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الفصل السادس 
نظرية امياراة 


Game Theory 


١-6‏ المدخل 


۲-١‏ مباراة الشخصين ذات المجموع الصفرى 
NBS ESE‏ ° 
7-7-1 الستراتيجيات البحتة ونقطة الاستمرار 
1-7-7-1 أسلوب أدنى الأقصى - أقصى الأدنى 
۲-۲-٣‏ الستراتيجيات المختلطة 
١-8-7-7‏ طريقة الحل البيانة 
7-7-7-5 طريقة جبر المصفوفات 
٠-۳-۲-۹‏ طريقة المعادلات الخطية 
٠-۲٠‏ نظرية المباراة والبرمجة الخطية 
١-6-9-7‏ تحويل مسألة المباراة إلى مسألة برمجة خطية 
5-6-9-7 الحل بواسطة البرمجة الخطية 
٠-6-7-1‏ طريقة تحويل بديلة 
4-4-7-1 الحل بواسطة طريقة التحويل البديلة 


1-" مباريات ذات المجموع غير الصفري 
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1-6: ا مدخل Introduction‏ 

تعنى كلمة الباراة المنافسة بين جهتين أو أكثر وفقا لقاعدة محددة مسبقا حيث إن كل جهة 
أو منافس يمتلك مجموعة من الستراتيجيات (السياسات) (وعنعع:5:2) التى تساعده فى الحصول على 

هنالك ارتباط وثيق بين نظرية المباراة والبرمجة الخطية 1.20 ) حيث ان كلاهما هثل اسلوب 
رياضي حيث ان عامل القرار يسعى في استخدام البرمجة الخطية 1:50) إلى تحقيق التخصيص الأمثل 
للموارد المحدودة بحيث يحقق اعلى ربح ممكن أو أقل كلفة ممكنه لكنه لا يأخذ بنظر الاعتبار 
ا منافسة له من قبل جهات اخرى في الأنتاج أو التسويق أو الاستثمار وغيرها من المجالات الأخرى بينما 
نظرية المباراة تسعى لتحديد الستراتيجيات المثلى التي تحقق اعلى ربح متوقع أو أقل خسارة متوقعة 
أخذه بنظر الأعتبار المنافسة من قبل جهات أخرى . 

يعود تطوير نظرية المباراة إلى الحرب العاطمية الثانية على يد الرياضي John Von‏ 
Neumann‏ والاقتصادي Oskar Morgenstern‏ وقد بين ع21غصدط العلاقة الرياضية بين نظرية اطباراة 
والبرمجة الخطية )1.٨.(‏ ولقد استفادت الشركات والمنشآت الصناعية من هذا التطور حيث تسعى كل 
شركة إلى زيادة انتاجها ومبيعاتها وذلك بأتباع طرائق ملائمة ومناسبة من حيث تحسين منتجاتها أو 
زيادة الدعاية أو غيرها من الأساليب غير أن أول من وصف نظرية امباراة هو الرياضى الفرنسى هانص1 
Borel‏ عام 1 . 1 1 
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2-6: مباراة الشخصين ذات المجموع الصفري 


Two - Person Zero - Sum Game 


1-2-6: صياغة مصفوفة المباراة Formulation of a Game Matrix‏ 
مباراة الشخصين ذات ال مجموع الصفري تلعب بوساطة متنافسين أو مجموعتين بحيث أن ربح 
أحد المتنافسين يساوي بالضبط خسارة المتنافس الثاني ولذلك أن مجموع ارباح وخسائر المتنافسين 
يساوي صفر وعلى هذا الأساس يطلق على امباراة بالمباراة ذات المجموع الصفري, أن كل متنافس 
يمتلك مجموعة من الستراتيجيات بحيث ان ناتج كل ستراتيجية يكون معلوم مسبقا لدى المتنافسين 

ويعبر عنه بقيم رقمية. 
تصاغ مباراة الشخصين ذات المجموع الصفري على شكل مصفوفة مباراة («غدا! عصده) أو ما 
تسمى مصفوفة الدفع ( Matrix‏ كاه Pay‏ ) والموضحة بالجدول (6 - 1): 
الجدول ( 6 - 1) 


B 
BT IB E E EE B 
1 2 n 
a سا ي ي‎ a 
11 12 1n 
A; 
221 ا السك‎ 32 
Am Amıl AD لش ل نح ل نا مد ل ان ل يك ات 3 ا ا‎ Amn 


من خلال مصفوفة ال مباراة ( الدفع ) يتم تحديد الستراتيجيات المثلى لكلا المتنافسين . 


2-2-6: الستراتيجيات (الوحيدة) البحتة ونقطة الاستقرار 
Pure Strategies And a Saddle Point‏ 


نفترض مصفوفة الدفع المتمثلة بالجدول ( 6 - 2 ) والتي تمثل مباراة بين متنافسين كل متنافس 
يمتلك ثلاثة إستراتيجيات: 
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)2 - 6 ( الجدول‎ 
3 3 B, B, B, 
A, 2 4 5 
A, 1 2 6 
A, -4 3 


الأرقام ا موجبة تمثل مقدار الربح للمتنافس 4 والأرقام السالبة تمثل مقدار الربح للمتنافس 8 , على 
افتراض أن المتنافس 4 اختار الستراتيجية ,4 فإن أقصى ربح ممكن ان يحصل عليه هو ( 3 ) في حال 
اختيار المتنافس 8 للستراتيجية ,8 , في المقابل فإن 8 سوف يختار ,8 ليقلل خسائره إلى أقل ما يمكن 
عندما ۸ يختار ,4 , عندما يختار المتنافس 8 الستراتيجية ,8 فإن المتنافس 4 سوف لا يغير ستراتيجيته 
لأن ( 2 ) هى أقصى عائد ممكن ان يحصل عليه لذلك عندما ۸ و 8 يختاران ,4 , ,8 على التوالى فإن 
كلا المتنافسين 4 , 8 سوف لا يغيران إستراتيجيتهما. ١‏ 

إن المتنافس 4 سوف لايختار الستراتيجية ,4 ابدا لأي ستراتيجية ممكن ان يختارها 8 والسبب في ذلك 
يعود إلى ان اختيار 8 لأي إستراتيجية فإن ,۸ هي أفضل من ,4 بالنسبة ل 4 ولذلك يتم استبعاد يه 
من مصفوفة الدفع وهنا ,4 تدعى الستراتيجية المفضلة ( و5026 غصهصندده2 ) ولذلك فإن مصفوفة 
الدفع تصبح بالصيغة الآتية: 


الجدول ( 6 - 3) 


وبالمثل يتم استبعاد ,8 بالنسبة للمتنافس 8 ولذلك فإن مصفوفة الدفع تصبح بالصيغة الآتية: 


)4 - 6 ( الجدول‎ 
B B 
1 1 2 
A, 2 4 
A, 1 2 
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لأي إستراتيجية يختارها 8 فإن ,4 هي أفضل من ر4 بالنسبة ل 4 لذلك يتم استبعاد ر4 ومن ثم يتم 
استبعاد ,8 بالنسبة ل 8 ولذلك تبقى في النهاية ,4 , ,8 وان (2 ) تمثل ناتج المباراة وتمثل كذلك ربح 
المتنافس 4 وخسارة المتنافس 8 وهي تمثل نقطة الأستقرار اي ان هنالك ستراتيجية وحيدة لكل من 
ا متنافس 4 , 8 وهي ما تسمى بالستراتيجية البحتة. 


1-2-2-6: أسلوب أدنى الأقصى ت أقصى الأدنى Minimax - Maximin Approach‏ 

نفترض وجود منافسة بين مصرفين ۸ , 8 على اعداد ال مستثمرين بحيث ان زيادة عدد 
ا مستشمرين في احد المصرفين يقابله نقصان في عدد المستثمرين في المصرف الآخر , ان كل من المصرغين 
يمتلك ثلاثة ستراتيجيات لجلب اكبر عدد من المستثمرين مقارنة مع ال مصرف الآخر وهذه الستراتيجيات 
تتمثل بنسبة الربح ا ممنوحة على الأموال المستثمرة بحيث ان اي من المصرفين لا يعلم الستراتيجية 
التي سوف يتبعها ال مصرف الآخر , نتائج المنافسة بين المصريفين من حيث استخدام الستراتيجيات 
موضحة بالجدول (5-6): 


)5 - 6 ( الجدول‎ 
1 3 B, B, B, 
A, -3 -2 4 
A, 2 1 2 
A, 4 1 3 


من الجدول ( 6 - 5) يلاحظ عدم وجود ستراتيجية مفضلة (مسيطرة) لأي من المصرفين المتنافسين فعلى 
افتراض ان ۸ سوف يختار ,۸ فأنه ممكن أن يربح (4 ) وممكن ان يخسر_ ( 3 ) فيما إذا اختار 8 
الستراتيجية ,8 وكذلك الحال فيما إذا 4 اختار ,4 فأنه ممكن ان يربح (4 ) وممكن ان يخسر ( 3 ) 
فيما إذا اختار 8 الستراتيجية ,8 لذلك فمن المحتمل ان يخسر ۸ اما إذا 4 اختار ر4 فأنه سوف يضمن 
عدم الخسارة وبامثل فإن المصرف 8 سوف يخسر ما مقداره (4 .1 ,4 ) باستخدام الستراتيجيات ( ,8 , 
,8 , ,8 ) على التوالي وبالتالي فإن ,8 هي الستراتيجية الأفضل بالنسبة ل8 وعلى هذا الأماس فإن كل 
مصرف ( متنافس ) سوف يختار 
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الستراتيجية التى تقلل خسارته العظمى وهذا ما يسمى معيار ادنى الأقصى (×ه٣«¡M‏ ) بحيث ان 
المصرف 8 سوف يختار الستراتيجية التى يكون عائدها الأقصى- للمصرف 4 هو الأدنى و المصرف ۸ 
يختار الستراتيجية التى يكون عائدها الأدنى له هو الأقصى وهذا ما يسمى معيار اقصى_ الأدنى ) 
Maxim (‏ وعلى هذا الأماس فإن كل من 4 و 8 سوف يختاران ,4 ,8 على التوالى بحيث أن القيمة ) 
(1 تدعى قيمة المباراة وهي تمثل ربح 4 وخسارة 8 ونقطة الإستقرار . 1 

مثال (1-6): مصنعين لتصنيع نوع معين من الأجبان يتنافسان فيما بينهما لأحتكار السوق , كلا 
المصنعين يمتلك ثلاثة ستراتيجيات تستخدم لزيادة كمية الطلب على المنتوج على حساب المصنع الآخر 
وهذه الستراتيجيات تتمثل بسعر المنتوج ونوعيته وشكل العلبة التي يطرح من خلالها , نتائج 
ا منافسة بين المصنعين من حيث استخدام الستراتيجيات مبينة مصفوفة الدفع الآتية: 


8 
B, B, B, 
A 
A, 4 2 1 
A, 2 6 1 
A; -4 3 1 


بين الستراتيجية المثلى لكل مصنع وأوجد قيمة ال مباراة 


الحل: 
باستخدام معياري أدنى الأقصى وأقصى الأدنى فإن مصفوفة الدفع تصبح بالصيغة الآتية: 


8 
5 B, B, B, Min 
A, 4 2 1 1 
A, 2 6 1 1 »۾‎ Maximin 
4 4 3 5 34 
Max 4 6 1 Hp Minimax 
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الستراتيجية المثلى ل ۸ هي ر4 ول 8 هي ,8 وها ان قيمة أقصى_ الأدنى هي (1) وهي تمثل قيمة 
ا مباراة الدنيا و قيمة ادنى الأقصى هي ( 1 ) ايضا وهي تمثل قيمة المباراة العليا فإن قيمة المباراة هي ) 
(1 وان نقطة الاستقرار هي (رقرية) . 


مثال (2-6): لمصفوفة الدفع الآتية أوجد نقطة الاستقرار 


الحل: 

باستخدام معيار أقصى الأدنى بالنسبة للمتنافس 4 بحيث نستخرج اقل قيمة من كل صف ومن 
ثم نختار القيمة الأعلى من القيم ا مستخرجة ومعيار أدنى الأقصى بالنسبة للمتنافس 8 بحيث نستخرج 
أعلى قيمة من كل عمود ومن ثم نختار القيمة الأدنى من القيم ا مستخرجة فإن مصفوفة الدفع تصبح 
بالصيغة الآتية: 


8 
A B, B, B, B, Min 
A, 2 5 -2 6 2 
A 3 4 -2 1 3 
A, 4 5 2 3 2 Maximin 
A, 1 3 -6 7 -6 
Max 1 5 2 7 
Minimax 


ما أن قيمة معيار اقصى الأدنى تساوي قيمة معيار ادنى الأقصى فهذا يعني ان كل متنافس سوف يختار 
ستراتيجية باحتمال ( 1 ) اي وجود ستراتيجية وحيدة لكل متنافس لأن اختيار اية ستراتيجية اخرى 
سوف تؤدي إلى نتائج سلبية للمتنافس وهذا يعني وجود نقطة استقرار والتي تمثل قيمة المباراة وهي 
(2) اي ان المتنافس ۸ سوف 
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يربح ما مقداره (2) عند اختياره للستراتيجية ,4 وان المتنافس 8 سوف يخسر ما مقداره (2) عند 
اختياره للستراتيجية .B,‏ 

ان معياري ادنى الأقصى واقصى الأدنى هي معياري امان في عملية اتخاذ القرار بالنسبة للمتنافسين 
حيث انها تمثل تقليل اعظم خسارة متوقعة أو تعظيم اقل ربح متوقع. 

Mixed Strategies لاستراتيجيات المختلطة‎ :3-2-6 


نفترض مصفوفة الدفع الآتية: 


B 
۸ B, B, B, Min 
-1 
A, 2 1 3 
2 ا‎ 
A, 5 1 ع‎ Maximin 
-3 
A, 3 3 1 
Max 3 4 5 
Minimax 


يلاحظ عدم تساوي قيمة معياري ادنى الأقصى۔ واقصى- الأدنى وهذا يعني عدم وجود نقطة 
يساوي (1 ) وهذا ما يدعى بالستراتيجيات ال مختلطة اي اختيار اكثر من ستراتيجية واحدة وباحتمالات 
مختلفة للتوصل إلى نتائج جيدة وقي هذه الحالة فإن قيمة ال مباراة سوف تكون اكبر من قيمة معيار 
اقصى الأدنى واقل من قيمة معيار ادنى القصى اي ان: 

(” > قيمة المباراة > ؟) 

عملية تحديد الستراتيجيات المختلطة لكل متنافس تتم من خلال اعطاء احتمال معين لكل 
ستراتيجية فعلى افتراض ان,/, ,× ,۸ تمثل احتمالات اختيار المتنافس 4 للستراتيجيات إلى يه به على 
التوالي و ۷ ر۷ ,۷ تمثل احتمالات اختيار 


DD 
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نظرية اطباراة واو و ا NOT‏ ا ار و ا و ا LE 1 LS TOT‏ 


المتنافس 8 للستراتيجيات ,8 ,8 ,8 على التوالي فإن القيم الاحتمالية يجب أن تكون موجبة 
أو صفر وكذلك فإن مجموع احتمالات الستراتيجيات لكل متنافس يجب ان تساوي واحد أي أن: 
X>0:y =0 i,j=1,2,3‏ 


3 3 
و 
اد i=1‏ 


حل مباريات الستراتيجيات المختلطة يستند كذلك على معياري ادنى الأقصى واقصى- الأدنى والاختلاف 
هو المتنافس 4 يختار 7 التي تعظم اقل توقع للربح والمتنافس 8 يختار ر التي تقلل اكبرتوقع 
للخسارة . 
هنالك عدة طرائق لحل المباريات ذات الستراتيجيات المختلطة نذكر منها: 
1-3-2-6: طريقة الحل البيانية 2 A Graphic Solution Method‏ 

لإيجاد حل المباريات وفق هذه الطريقة فأنه يجب ان يكون على الأقل واحد من المتنافسين 
يمتلك ستراتيجيتين فقط وهي تستخدم كذلك لحل المباريات الكبيرة التي بالأمكان اختزالها إلى 
مباريات 
صغيرة من خلال حذف أو استبعاد بعض الستراتيجيات وبالتالي الحصول على مباراة ذات ستراتيجيتين فقط لأحد 
المتنافسين على الأقل . بافتراض مصفوفة المباراة الآتية: 


y1 VD SS TST SZ SEET HS Yn 


4 8 

Bn‏ کت تتت تتت ت وا Bı‏ ات 

ملك ل ل ل ا X A, 411 QI‏ 

1- a21 ADDI), SS O A2n 
A 

1 


التي تفترض عدم وجود نقطة استقرار فإن المتنافس ۸ يمتلك ستراتيجيتين ,4 , ,۸ باحتمال 
1-0 = ,۸ على التوالي بحيث 1 > ,£ > 0 فإن الربح المتوقع للمتنافس 4 المناظر لستراتيجيات 


المتنافس 8 موضح بالجدول الآق: 
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8 الربح المتوقع ل ۸ استراتيجيات‎ 
B, a K+ a1 X= (رية حرية)‎ X+ A1 
وق‎ a2 X+ وية‎ X= (يية حيرة)‎ X+ ر3‎ 
B, an X+ n X= (a+ 9 X+ An 


من الجدول ف اعلاه يلاحظ ان الربح المتوقع ل ۸ هو دالة خطية تتضمن ,1 , موجب معيار أقصی_ 


الأدنى فإن المتنافس 4 سوف يختار قيمة ,7 التي تعظم ادنى ربح متوقع وكما هو موضح بالأمثلة 
الآتية: 


مثال (3-6): أوجد قيمة مصفوفة امباراة الآتية: 


8 8 


3 


A 2 3 4 
A 4 1 5 


2 


الحل: 
خطوة الحل الأولى هي إيجاد نقطة الاستقرار من خلال استخدام معياري أدنى الأقصى وأقصى الأدنى 
بحيت: 
Minimax = 3‏ 
Maximin = 2‏ 
ها ان قيمة المعيارين غير متساوية فهذا يدل على ان المباراة لا تمتلك نقطة استقرار وبالتالي عدم 
وجود ستراتيجيات بحتة اي ان اطباراة ذات ستراتيجيات مختلطة . 
الخطوة الثانية للحل هي محاولة تصغير حجم المصفوفة لتسهيل عملية الحل من خلال ايجاد 
الستراتيجيات المفضلة و يلاحظ ان الستراتيجيتان ,8 ,ر8 هما مفضلتان بالنسبة للستراتيجية ,8 لذلك 
يتم استبعاد الستراتيجية ,8 الربح المتوقع للمتنافس 4 المناظر لستراتيجيات المتنافس 8 هو 
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الربح المتوقع ل ۸ استراتيجيات 8 
B, -2۸ + 4‏ 
B, 2X + 1‏ 


قيمة المباراة سوف تكون قيمة وحيدة عندما يكون الربح المتوقع ل ۸ هو نفسه في حال اختيار 8 ل 
,8 أو ,8 وهذا يتحقق عبر المعادلة الآتية: 
1 +20 - 4 +,/2- 
من المعادلة في اعلاه 3/4 =,) ولذلك فإن 1/4 = 1-٨,‏ = , الربح المتوقع ل ۸ هو 
2 -1 +2 = 4 +21- وهو هثل قيمة المباراة وهو اكبر من (2 ) واصغر من(3 ). 
الحل البياني موضح بالشكل (1-6): 


الربح 
المتوقع 


Maximin 


X1 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 1 
)1- 6 ( الشكل‎ 


المحور الأفقي هشل قيم ,× الاحتمالية والتي يجب ان لا تتجاوز ( 1 ) والمحور العمودي هثل الربح 
المتوقع للمتنافس 4 , في حال اختيار المتنافس 8 للستراتيجية ,8 فإن الربح المتوقع للمتنافس 4 هو 2- 
4 1 والذي يتم تمثيله مستقيم على النحو الآن: 

اذا 0 = فإن الربح المتوقع ل ۸ هو 4 
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اذا 1 = فإن الربح المتوقع د ۸ هو 2 

إما إذا اختار ا متنافس 8B‏ الستراتيجية ,8 فإن الربح المتوقع للمتنافس 4 هو 1 +2 والذي يتم تمثيله 
مستقيم على النحو الآقٍ: 

اذا 0 = فإن الربح المتوقع ل ۸ هو 1 

اذا 7-1 فإن الربح المتوقع ل ۸ هو 3 

وعلى هذا الأساس يتم تحديد منطقة الحلول الممكنة و الموضحة بالشكل (1-6 ) بحيث ان نقطة 
تقاطع المستقيمين تمثل نقطة الحل الأمثل اي قيمة المباراة لأنها اعلى نقطة في منطقة الحلول ال ممكنة 
وهذا يعنى ان اختيار ال متنافس 4 للستراتيجية ,4 باحتمال 96 75 وللستراتيجية ر4 باحتمال % 25 
سوف يؤدي إلى حصوله على ربح مقداره (5/2) في كل مباراة . 

وبنفس الأسلوب يتم التوصل إلى الستراتيجيات المختلطة المثلى للمتنافس 8 بحيث ان احتمالات اختيار 
المتنافس 8 للستراتيجيات ,8 , ر8 , ,8 هي ,7 ,7 ,۷ على التوالي ,1-1-,( 

,0-,7 ولذلك فإن الخسارة المتوقعة للمتنافس 8 المناظرة لستراتيجيات المتنافس 4 هى: 


الخسارة المتوقع ل 8 استراتيجيات ۸ 
A, -¥ +3‏ 
A, 3¥ +1‏ 
ومن خلال امعادلة: 1+ -¥Y+3=3¥‏ 
نحصل على 1/2 = ,۷ ولذلك فإن 1/2 -,1-7-,ا وهذا يعني ان اختيار المتنافس 8 للستراتيجية ,8 
باحتمال 96 50 و للستراتيجية ,8 باحتمال % 50 سوف يؤدي إلى تقليل خسائره بمقدار (5/2) في كل 


مباراة . 
وكما هو موضح بيانيا بالشكل (6- 2): 


427 
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 1 


الشكل (2-6) 


في حالة وجود أكثر من مستقيمين يتم اختيار ا مستقيمين الذين يمثلان أدن نقطة ف منطقة الحل 
ا ممكن. 


2-3-2-6: طريقة جبر المصفوفات Matrix Algebra Method‏ 
تشترط هذه الطريقة لحل المباراة ان تكون المباراة ذات مصفوفة مربعة ولتوضيح هذه الطريقة 
مثال (4-6): باستخدام طريقة جبر المصفوفات أوجد الحل الأمثل للمباراة الموضحة باممثال 6- 3) 

:) 


428 


Game Theory‏ للد ب مدو و سجس اع اعد كا مسي د بجا سا EH‏ و رم مو لو مد توي E‏ صما مايال OO‏ وله OY‏ ارا PO A AO‏ نظرية اطباراة 


الحل: 
باستبعاد الستراتيجية ,8 فإن مصفوفة الدفع تصبح مصفوفة مربعة وحسب الصيغة الآتية: 


Bı 2و8‎ 


A, =G 
SE. 
4 1 


حل المصفوفة © ممكن التوصل اليه باستخدام الصيغ الآتية: 


Nadie =‏ 1 استراتيجيات ۸ المثلى 
0 ©1446 ) 
1)CofG‏ ) 


ےک استراتيجيات 8 المثلى 


) 006 0 


قيمة المباراة = ( ستراتيجيات 4 المثلى ) 6 ( ستراتيجيات 8 المثلى ) 
إذ أن: 

) Adjoint Matrix) المصفوفة اطرافقة‎ : Adj © 

© 006 : مصفوفة عوامل الضرب ( (Cofactor Matrix‏ 


إستراتيجيات:ه اغائ تكون على شكل.متجه ضفي واستراتيجيات 8 المدان تكون عان شكل مجه 


عمودي. 
[C1 C12‏ _ 3 2 5 
Cof G = Cof =‏ 
5 0 1 3 


C,= )-1( M, 


إذان: 


وان ,24 هثل محدد مصفوفة الدفع بعد حذف الصف 1 والعمود ز ولذلك فإن: 


ez 0 0 
-3 2 
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وها أن مصفوفة عوامل الضرب تساوي مبدلة المصفوفة المرافقة فإن : 


ل 0 0 
= (1/4 4م (1- 3 اك ستراتيجيات ۸ المثلى 
4- 1- 1 0 0 
J1‏ 2 4- 
)1/4 3/4( =) ,۸ ,7 )عع 
1 1( 
> )1/2 2 (2- 2( 232 ستراتيجيات 8 المثلى 


E 


(¥ ¥, (= )1/2 1/2( 


5/1/2 3 2 ( 1/4 3/4 ) = قيمة امباراة 
1/2 1 4 


مثال (5-6): أوجد قيمة المباراة الآتية: 


2 10: 4 E 1 
Cof G = 3 14 19 :  ةفل‎ = 10 14 2 
قر د‎ 14219 3 


430 


OO I O. Game Theory‏ [ [ [ [ز 2 1212 1 E CEO O O OLY TY OO EY Ce EOE OOOO DOO EH 1 1 [1 1 OO‏ نظرية اطباراة 


-2 -3 -1 
(1 1 1)10 14 2 
)دعر‎ 1 X X= 14 19 3 22 30 4) 
-2 -3 -1 56 
) 1 1)10 14 1 
14 19 3J1 
= (11/28 15/28 2/28( 
-2 10 14 


) 1 1[-3 14 19 
U ل‎ E 2090) 


¥ =( ¥ ¥,(= 
56 56 


( 18/28 13/28 3/28-) = 
يلاحظ ان قيمة 3/28- = ,۷ وهذا غير ممكن لأن قيم الأحتمال تكون محصورة بين الواحد والصفر 
وهذه هي احدى عيوب هذه الطريقة والتي يتم التغلب عليها باستخدام البرمجة الخطية (1.۲) . 
3-3-2-6: طر يقة ا معادلات الخطية The Linear Equations Method‏ 
تمائل هذه الطريقة الطريقة السابقة من حيث كونها تشترط ان تكون مصفوفة الدفع هي 
عبارة عن مصفوفة مربعة وكما هو موضح بالأمثلة الآتية: 
مثال (6-6): أوجد قيمة المباراة الآتية: 


حم 
بت 
م 
ه 


3 


الحل: 
المباراة لا تمتلك نقطة استقرار حيث أن: 
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لذلك فإن قيمة المباراة تكون محصورة ما بين 1 ,4 , ان المتنافس 4 يستطيع ان يختار الستراتيجيات 
رك ر4 ر4 باحتمالات ,× ,× ,7 على التوالي بافتراض ان المتنافس 8 سوف يختار افضل ستراتيجية له 
وعلى افتراض ان ( ۷ ) هشل الربح المتوقع للمتنافس 4 فأنه بالأمكان التعبير عن الربح المتوقع ل ۸ على 
شكل معادلات خطية وكما هو موضح بالجدول الآتي: 


8 الربح المتوقع ل ۸ إستراتيجيات‎ 
B, 5Ky+ 6 =v 
Bı 5X4 X+ 34, =v 
Bs 2X, +4, =۷ 


من الجدول في اعلاه نلاحظ ان الربح المتوقع ل 4 تم التعبير عنه بوساطة ثلاث معادلات خطية 
وبأربعة متغيرات غير معلومة ولحل هذه المعادلات فأنه يجب تقليل عدد المتغيرات إلى ثلاثة وذلك 
بالاستعانة بالمعادلة الآتية: 


X+ جر‎ 7, - 1 --  ©ءظ‎ 2,21 - X,- 2 

وبتعويض قيمة ,× في المعادلات نحصل على: 
X,+v 0‏ - ص /5- 
5 27+07 + ,40 


2۸, - 2۸, + ¥ =2 


0 -1 1 
5 2 1 
X= 2 2 1| = -11/-30 = 0 
-5 -1 1 
4 2 1 
2 -2 1 
5 0 1 
4 5 1 
2 2 1 
X۸, = = -17/-30 = 0 
5 1 1 
4 2 1 
27 1 
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X=1-X,-X, 
- 1-)11/30(-)17/30(-0 


5 -1 0 
4 2 5 
2 2 2 
¥ - = -72/-30 = 0 
457 bE, 1 
4 2 1 
2 2 1 


إذن الربح المتوقع ل ۸ هو 77/١‏ وهو اكبر من ١‏ واقل من > وهو أيضا هثل قيمة المباراة وبنفس 
الأسلوب نستخرج الخسارة المتوقعة للمتنافس 8: 


الخسارة المتوقعة ل 8 ستراتيجيات ۸ 
A, 5¥ ,+2¥, = 37‏ 
A, 5Y + YJ, 237‏ 
= ,4 + ,3+ بم 


بتعويض ولإحولا- 1ت رق 5 امعادلات اعلاه ينتج: 
0 -7 + ,2¥ - ,5¥- 
-5¥J,+V =5‏ ,4¥ 
1= ¥ + ,3¥ - ,2¥- 


5 0 1 
ا‎ f: 5 1 
Y= 1 3 1 = - 12/-0 = 12/30; ¥, = -2 1 1| = -6/-30-0 
5 -2 1 
4 5 1 ا‎ 
2 -3 1 2 
2 -3 1 


E EA 
= 1-)12/30(-)6/30(-0 
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إذن الخسارة المتوقعة ل 8 هي ( 72/30 ) وهي تمثل الربح المتوقع ل 4 . 


= 0 


= -72/- 0 


نم إص طح وم 
رق 


Game Theory 


مثال (7-6): باستخدام طريقة ال معادلات الخطية أوجد الستراتيجيات المثلى للمتنافس وقيمة المباراة 


للمصفوفة الآتية: 


الحل: 


ذلك عن طريق استجاة بض ار ا إن آن ا هی اوا ا بالبسية 
للإستراتيجية ,4 لذلك يتم استبعاد الإستراتيجية ,4 ومصفوفة الدفع تصبح بالصيغة الآتية: 


B 


4 


8 
6 


B 


3 


3 
7 


8 


2 


-1 
5 


B 


1 


2 
-4 


من المصفوفة نلاحظ ان الستراتيجية ,8 و الستراتيجية ,8 هما ستراتيجيتان مفضلتين بالنسبة 
للستراتيجيتين ,8 ,8 لذلك يتم استبعاد ,8 ,8 ومصفوفة الدفع تصبح بالصيغة الآتية: 
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E EOE EE O OE E OER OY [1 [1 1 1 1 1 1 1 1 [1 1 [1 1 1 1 1 1 1 1 1 101 1 1 1 1 1 12] 1 1 [| [| [| [| [| [| [| | | | [| [1 [| O O. Game Theory 
B, B, 
A 
A 2 -1 
A, 4 5 
وكالآق:‎ 
الربح المتوقع للمتنافس 4 المناظر لستراتيجيات المتنافس 8 موضح بالجدول الآن:‎ 
الريح المتوقع ل ۸ سترتيجيات18‎ 
B, 2X, - 4, =v 
و‎ < Sys vy 
وبتعويض ,1-۸ = ,× في المعادلات في اعلاه ينتج:‎ 
ي/6‎ +172 
-6K, + V = -1 
2 1 
1 -1 1 - 3/12 - 4 


ثم 


6 
-6 1 


X= 1-۸, =1-1/4=3/4 


الربح المتوقع ل4 هو (1/2 ) في حال اختياره للستراتيجية ,۸ باحتمال % 75 وللستراتيجية يه 
باحتمال 2596 في كل مباراة وهي تمثل قيمة المباراة ايضا, الخسارة المتوقعة ل 8 موضحة بالجدول 
الا 


082 
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الخسارة المتوقعة ل 8 إستراتيجيات ۸ 
A, YY N‏ 
7 - رنز5 +4 - A‏ 


وبتعويض ,1-1 = ا ف المعادلات ف اعلاه ينتج: 


1 

2 - 6/12 = لحك ١‏ .د 
1 3 

1 


-9 


Y= 1-J, =1-1/2=1/2 


E 
كط نك‎ 
Vv = 3 1 = 6/12 = 1/2 
©9 1 
8, الخسارة المتوقعة ل 8 هي ( 1/2 ) في حال اختياره للستراتيجية ,8 باحتمال % 50 وللستراتيجية‎ 
. باحتمال % 50 في كل مباراة‎ 
تماثل طريقة المعادلات الخطية طريقة جبر المصفوفات من حيث عدم قدرتها على التوصل إلى الحل‎ 
الأمثل لبعض المباريات اذ بتطبيق هذه الطريقة نحصل على قيم احتمالية سالبة وهذا غير ممكن‎ 
. 0.50 لذلك يتم اللجوء إلى البرمجة الخطية‎ 


4-2-6: نظرية المباراة و البرمجة الخطية 
Programming Game Theory And Linear‏ 
1-4-2-6: تحويل مسألة المباراة إلى مسألة برمجة خطية 
Conversion of a Game Problem In To a Linear Programming Problem‏ 
مباراة الشخصين ذات المجموع الصفري ممكن ان تحل بوساطة البرمجة الخطية (1..2 ) ولتوضيح 
عملية تحويل المباراة إلى مسألة برمجة خطية (1.5 ) نفترض مصفوفة الدفع الآتية والتي تمثل 
مباراة ( 2 × حم): 
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E O NO ذخ‎ E O 1 101 O DO OO O E OO O OHO O O Game Theory 


Bn‏ ------------------------- وق[ 
QD RR d1n‏ 
د32 ةم ا ا ا م 0 ID‏ 

ABI, ل ع ار‎ a ea Amn 


بافتراض 7 بمثل احتمالات ده من ستراتيجيات المتنافس 4 فأن: 


نظرية المباراة 


8 
A Bı 
A, a11 
A 221 
1 Aamı1 


1= ;4 
i=1‏ 
0 بير 
الربح المتوقع للمتنافس 4 عندما يختار المتنافس 8 الستراتيجية ,8 هو: 
ay Kn‏ + سس سس ل و رھ + a,‏ 
وعلى هذا الأساس فإن الربح المتوقع ل ۸ المناظر لستراتيجيات 8 هو: 
سه + نيه د ع ند و2 a a‏ 
a Xn‏ + ده ودود دده ,ل ER‏ نوه 
(1-6) س 
مكمورة + RE‏ وس ور a1, X1 + a, X4 + E RS‏ 
هدف المتنافس ۸ هو اختيار قيم 1 ( <د --------- 1 -1) التي تعظم اقل ربح متوقع (7) ولذلك 
فإن نظام المعادلات ( 6 -1 ) يصبح بالصيغة الآتية: 
ay, Mp 2 V‏ + د + Ky‏ ريه + 2 a,‏ 
+a Ky > V‏ د + a, , + a), Ky‏ 
(2-6)- 
+a, K> V‏ + ريه + a, XL,‏ 
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نظرية اطباراة وسو ريون اا واو مو عر ل ا ا و ين و ع را ا كوا LE TE‏ 


يضاف إلى نظام المعادلات (6- 2 ) قيد مجموع الأحتمالات أي: 
DT 6-6)‏ 


دالة الهدف لأنموذج البرمجة الخطية (.1.۲) للمتنافس 4 تمثل تعظيم اقل ربح متوقع أي: 

Max V 
تبعا لنظام القيود ( 6 - 2 ) والقيد (6 - 3 ) ولتبسيط مسألة البرمجة الخطية (.1.۴) يتم قسمة طرفي‎ 
القيود على ( ۷ ) ولذلك تصبح القيود بالصيغة الآتية:‎ 


a, 14 + بيه‎ X + ل د‎ +a ۸ <1 

aX, +a XK, ۳ + a >1 

a, + a, ۴ +a X >1 
X + 2 “0ك‎ + 20 = 1/7 

200 X' <0 


اذ ان 1/0 = وبمما ان 1/۷ ١× ۷ = Mi”‏ وعلى افتراض ان 1/۷ =7 فإن الصيغة النهائية لمسألة 
البرمجة الخطية (.1..2 ) للمتنافس 4 هى: 


Min 2 = ا‎ 
i=1 
S.t 
2 aj, >1 j =1....n 
i=1 
7,20 i=1....... m 


وبنفس الأسلوب ممكن تكوين مسألة البرمجة الخطية 1.٨.(‏ ) للمتنافس 8 والتي تمثل الأنموذج المقابل 
ممسألة البرمجة الخطية (1.5) للمتنافس 4 اي أن: 
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TH O O N OO O. Game Theory‏ [ [ |[ [ذز[ذ [ [ |[ 1 1 1 1 1 1 1[ 1 2 12 1 1 1 1 ز ا EP O OLA EO O O OY O‏ نظرية اطباراة 


قيمة المباراة ( ۷ ) هي قيمة موجبة ولكن في بعض الحالات تكون سالبة وللتغلب على ذلك يتم إعادة 
ترتيب مصفوفة الدفع بعكس المتنافسين ۸ و 8 أو عن طريق إضافة ثابت موجب إلى قيم مصفوفة 
الدفع الان فخ ف رة الأضلية هي ك اة عن ف المكاراد. الجديدة مطروح ها ف 
الثابت . 


2-4-2-6: الحل بوساطة البرمجة الخطية Solution By Linear Programming‏ 
لتوضيح حل امباراة بوساطة البرمجة الخطية .1.۴ ) نستعين بالأمثلة الآتية: 
مثال (8-6): أوجد قيمة المباراة والإستراتيجيات المثلى لمصفوفة الدفع الآتية: 


8 8 8 8 
A 13 2 3 
A, 2 3 2 

A 4 1 5 


الحل: 
أنموذج البرمجة الخطية (1..5) للمتنافس 4 هو: 
Min Z= X + X,‏ 
S.T‏ 
2X + 4۸, <1‏ 
3X, + 12 >1‏ 
2X +5, >1‏ 
X,, X',>0‏ 
أما انموذج البرمجة الخطية (.1.۲) للمتنافس 8 فهو: 
عر + ,"¥+ ع Max T=‏ 
5.1 
1 > 27 + ,37 + “28 
1 > ,لاق + ”ا + ع4 
YY, Y',>0‏ 
باستخدام طريقة السمبلكس يتم التوصل إلى الحل الأمثل لأنموذجي البرمجة الخطية(.1.۲ ) 
وللسهولة تستخدم طرية السمبلكس لحل أنموذج البرمجة الخطية ).1.۲ ) 
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نظرية اطباراة وسو و ا SY RITES NOT‏ ا ري و OEE E O‏ ا ور لع ب و LET EE‏ 


للمتنافس 8 وباعتباره الأنموذج المقابل لأموذج البرمجة الخطية(1.5 ) للمتنافس 4 فإنه بالإمكان 
استخراج الحل الأمثل للمتنافس 4 من جدول الحل الأمثل للمتنافس8 
الجدول (6 - 6 ) بمثل الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية (.1.۲ ) للمتنافس 8: 


) 6 -6 ( الجدول‎ 
6 1 1 1 0 0 
8 b 
B B.V. 7 31 8 7 7 
1 5 3 
0 7 2 3 2 1 0 1 
0 0 4 1 5 0 1 1 
9 1 1 1 0 0 T=0 
0 7 0 5/2 -1/2 1 1/2 1/2 
1 7 1 1/4 5/4 0 1/4 1/4 
1 
ع6‎ 0 3/4 -1/4 0 -1/4 T= 1/4 
1 7 0 1 -1/5 2/5 -1/5 1/5 
2 
1 i. 1 0 13/10 -0 3/10 1/5 
9 0 0 -0 -0 -0 T= 5 
الحل الأمثل هو:‎ 


4 = = 15, ¥ =0, T = 5 

هذا يعنى أن: 
7-0 جه 7 T=‏ 
0 > 8 ; 1/2 - يلو ج 7 / ريو = رر ذف 1/2- بو > yv‏ = 0 

من الجدول ( 6 - 6 ) فإن الحل الأمثل للمتنافس ۸ هو: 

72, - 3/10 ,X,=1/10 , 72-5 

هذا يعنى ان: 
7-0 ل 7 -2 
4- × ج وريز د( ; 34=  /‏ جح ور - 2 


مثال (9-6): مصنع يقوم بتصنيع ثلاثة انواع من اللدائن ( © , 8  ,‏ ) راس مال المصنع يبلغ مليون 


دينار والعائد الناتج من كل نوع من انواع اللدائن يعتمد على حالة السوق (متوسطة , جيدة , جيدة 
جدا ) وكما هو موضح بمصفوفة الدفع الآتية ( مائة الف دينار): 
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Game Theory‏ اذ 1 1 1 1 1 O OO‏ آذ[ آذآ اما ماما E O CU E E‏ نظرية اطباراة 


جيدة جدا جيدة متوسطة ا اللدائن 
1 3 4 
6 4 2 58 
5 7 3 0 


يرغب المصنع في استثمار رأس امال في تصنيع انواع اللدائن الثلاثة بحيث يحقق اعلى عائد ممكن. 
الحل: 
مسألة المباراة ممكن تحويلها إلى مسألة برمجة خطية (.1.۲) وكالآق: 


Min Z= XK +X, + X, 
S.T 


4X, + 210 + 310, <1 
3/0 + 410 + 77 <1 
20 + 61+ 5/0, <1 
720 j=123 

إذان: 

: نسبة استثمار رأس ال مال لتصنيع اللدائن نوع ۸ 

,: نسبة استثمار رأس امال لتصنيع اللدائن نوع 8 

,: نسبة استثمار رأس ال مال لتصنيع اللدائن نوع © 

باستخدام طريقة السمبلكس نتوصل إلى الحل الأمثل للأنموذج: 


X =217 ,X,=0 , 7, -3/17 , 72-7 


3 
2-5 .. حب 7 -2 


۸-5 , 72-0 , 12-25 جه «/(- 72 


هذا يعني ان ال مصنع سوف يستثمر ( 4 ) مئة الف دينار في تصنيع اللدائن نوع 4 و (6) مئة الف 
دينار في تصنيع اللدائن نوع © ولا يصنع اللدائن من نوع 8 وبالتالي يحصل على عائد مقداره ( 340 ) 
الف دينار. 
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LE م ا‎ SOPE ST OTT O نظرية اطباراة‎ 


مثال (10-6): مركز لتصليح السيارات يحتوي على محلين لبيع الأدوات الأحتياطية للسيارات كلا المحلين يتنافسان 
فيما بينهما لزيادة عدد الزبائن على حساب المحل الآخر من خلال استخدام ثلاثة ستراتيجيات تتمثل بنوع ال مواد 
الأحتياطية (مستخدمة , جديدة (تقليد) , جديدة (أصلي) ) , المصفوفة الآتية تمثل نسبة الربح أو الخسارة 


B 
1 اصلى تقليد مستخدمة‎ 
مستخدمه‎ 2 -1 2 
تقليد‎ -1 4 ١ 
أصلى‎ 3 3 3 


أوجد الإستراتيجيات المثلى لكلا المحلين . 


الحل: 
Min Z= X + X,+ X,‏ 
S.T‏ 
2X - X, +3, <1‏ 
X + 4 2 + 3۸, >1‏ - 
2X + ×, -3%', <1‏ 
XX, >0‏ 2 
أما مسألة البرمجة الخطية ).1.۲ ) للمحل 8 فهى : 
وا + را + رو Max T=‏ 
5.1 
S1‏ ¥ 2+ ¥ 0 287 
4y, + ¥ S1‏ + 7 3 
3y, + 3y 3 7 S1‏ 
YY, >0‏ 
باستخدام طريقة السمبلكس نتوصل إلى حل الأنموذجين و كالآق: 
9 1 3/9 دري/ : 59= X۸‏ 
4 مح ,¥ , 16/54 در( :21/54 - YJ‏ 
v= 9‏ 
هذا يعنى ان ال محل ( 4 ) إذا اختار الستراتيجيات الثلاثة باحتمال ( 5/9 , 3/9 , 1/9 ) على التوالى فإن إعداد الزبائن 
التي تأ اليه سوف تكون اكثر من زبائن امحل ( 8) بنسبة 10/9 . 


442 


IO Game Theory‏ مدو و سجس اد اعد جا مسي د بجا سا جب سج وكام نسو O TY O EO OPED‏ لول ا ا N U‏ نظرية اطباراة 


An Alternate Conversion Method طريقة التحويل البديلة‎ :3- 4- 2-6 

ممكن تحويل مسألة مباراة الشخصين ذات ال مجموع الصفري إلى مسألة برمجة خطية (1.5) 
بصيغة مختلفة عن الصيغة الموصوفة في الفقرة (4-2-6- -1) والتي توضح بأن مسألة البرمجة الخطية ( 
.1.5 للمتنافس 4 تكون بالصيغة الآتية: 


E 1 =1‏ دادو دی وماد انل 1 + 12 
+a Ky, <7‏ و و چ + ريه + a, 1X‏ 
a Ky‏ + له 1 ويه + 2 a‏ 
K+ ` +a 7 > 7‏ ريه + 12 1 
XK === 20‏ 
نحول قيود عدم المساواة إلى قيود مساواة بإضافة المتغيرات الوهمية إلى الجانب الأيمن للقيود وكالاقٍ 
- 1 + ابد تب جه 1 + 12 
ay Ka Fm 2V‏ + ل ل د له 1 a, X + a,‏ 
PF moa = 7‏ ربك a‏ + د له 1 ويه + X‏ 3 
E es E E‏ 
A ss <0‏ 


قيمة دالة الهدف تتحدد بوساطة قيم متغيرات القرار ( ) , المعادلة الأولى لا يمكن ان تمثل دالة الهدف لذلك 
نستخدم المعادلة الثانية على انها دالة هدف ويتم طرح دالة الهدف الجديدة من باقي المعادلات وبذلك تتكون 
مسألة برمجة خطية (1:2) بالصيغة الآتية: 


Max v= a, + بيه‎ X + د‎ HAA SD 
S.T 
(a, - a) 2 + (a, - aj) Ky + === + (a = a) A, FX X= 0 
(a, = a) X + (رية = رية)‎ 1 0“ + (ann - a و‎ N لكام‎ 
10 +X, د‎ + XK =1 
e , 0 
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نظرية اطباراة ومسو و ال SY EIT ONO‏ ب ار عر و ا و ا ا ور ع ب و LE TE‏ 


ممكن التعبير عن قيود المساواة ممسألة البرمجة الخطية (1.5) في أعلاه بقيود عدم مساواة وكالآق: 


Lea +a 7-7‏ وود يار وك و Mat‏ 


11 1 21 2 m1 m m+1 


E‏ ورة)- 


سس 1 ل 8 رر 7 a, 1 1 (a2,‏ 


- )به‎ 12 - (a, - a) و‎ 5 - (ann ~ mı) XK, -۸ > 0 


mn REET 


ER عمطدة عدو‎ X +0, > 1 


-(a 


In 


باستخدام طريقة السمبلكس نتوصل إلى الحل الأمثل للأنموذج في اعلاه, وبنفس الأسلوب ممكن 
صياغة مسألة البرمجة الخطية (1.5) للمتنافس 8 و كالآق: 


Min V=a لس ست ساس سس سس سس على 3 ويه + لإ‎ +a Yn + ربوا‎ 
5.1 
(a, - إل[ (ربة‎ + (a, = a) Ya + =------- + (a, = لوبة‎ Ya “Yn +1 Ya +2 0 
(anı - 31) رلا‎ + (aga > (وية‎ Ya ¥ <---> + (Amn 7 ın) Yn ربوا + سبوا‎ > 0 
الا‎ e + ¥, =1 
ARD EEE E Ya 20 


ممكن التعبير عن قيود المساواة ممسألة البرمجة الخطية 1.٨.(‏ ) في أعلاه بقيود عدم مساواة وكالآتي 


Min LL TT UGE SEES + ولاوية‎ F Yar 
S.T 
رية)-‎ 1 a, 1 (a, 3 (لوية‎ DE تيت‎ 0 (a2, 5 a) a ES 0 
-) نج‎ 3 ۹ J (a2 0 (لورة‎ 0 - (ann 2 ربولا ولا (رررة‎ 2 0 
رولا 0 خيلا مس ا‎ =1 
بيولا و‎ 2 0 
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Game Theory‏ للد برد عامس اس اعد جا سي د بجا سا EH‏ سج امم نو مد E O‏ صما مياد OO‏ اول OY‏ ارجا E A AO‏ نظرية اطباراة 


4-2-6 -4: الحل بوساطة طريقة التحويل البديلة 


Solution by an alternate conversion method 


لتوضيح حل مسألة المباراة بوساطة طريقة التحويل البديلة نستعين بالأمثلة الآنية: 


مثال (11-6): أوجد قيمة المباراة و الستراتيجيات المثلى لمصفوفة الدفع المعرفة بالمثال(6 - 8): 
8 


A B, B, B, 
A, 2 3 2 
A 4 1 5 


الحل: 
مسألة البرمجة الخطية (1..5) للمتنافس 4 تكون بالصيغة الآتية: 


Max V=2X +4X- X, 


S.T 
-X +3 - <0 
-X- K<0 
X + X,+0X, <1 
XX >o 


أما مسألة البرمجة الخطية (.1.۲ ) للمتنافس 8 فتكون بالصيغة الآتية: 
Min v = 2y, +3y,+ 2y, + ¥,‏ 
S.T‏ 
y2 0‏ + و37 ¬رy‏ 2 + -2y,‏ 
Yat y0 y,z1‏ خلا 
Y2 ¥35 Y4 20‏ مد 


باستخدام طريقة السمبلكس يتم التوصل إلى الحل الأمثل ممسألة البرمجة الخطية (1.5) للمتنافس ۸ 
وكما هو موضح بالجدول (7-6): 
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نظرية اطباراة عع ارو و ا ا O OOOO‏ يو LE TE‏ 


)7-6( الجدول‎ 
96 51 
6 b 
١ 8 3 1 XK 1 1 1 1 
0 7 1 1 1 0 
0 2 0 -1 1 0 1 0 0 
0 1 1 1 0 0 0 1 1 
6 
6 2 4 1 0 0 0 V =0 
4 X 1/3 1 -3 1/3 0 0 0 
2 
7 1/3 0 -4/3 1/3 1 0 "5 
5 
0 17 4/3 0 1/3 1/3 0 1 1 
6 
6 10/3 0 1/3 -4/3 0 0 V =0 
1 7 0 1 1/4 1/4 0 1/4 1/4 
<2 
0 7 0 0 -5/4 1/4 1 1/4 1/4 
5 
3 17 1 0 1/4 -1/4 0 3/4 3/4 
1 
6 0 0 1/2 9 0 -5/2 V = 10/4 
الحل الأمثل هو:‎ 


X - 3/4 , ۸, = 1/4 , ۸, -0 , 7 - 4 


ومن جدول الحل الأمثل نستخرج الحل الأمثل بلسألة البرمجة الخطية للمتنافس 8: 
4 - 7 ,0= ,¥ , 1/2 = رلا 1/2 - Y‏ 


مثال (12-6): كون مسألة البرمجة الخطية ممسألة المباراة الموضحة بامثال ( 6 - 9 ) باستخدام طريقة 
التحويل البديلة: 
الحل: 
مسألة البرمجة الخطية 1.50 ) تكون بالصيغة الآتية: 
Max v=4X +2 X+3X,- XK,‏ 
S.T‏ 
0 > 1 - 72-27-47 
4K ,- 2 7- 20‏ - 3 
X,+ X,+ 0X, <1‏ +2 
XL K.L: 4 >0‏ 


446 


Game Theory‏ افد برد O‏ اع اعد اع سي وا لسرا ا امس يك ممه E EOE EE O O O OE EY RO OO‏ نظرية اطباراة 


3-6: مباريات ذات المجموع غير الصفري 


Non - Zero - Sum Games 


عندما تلعب المباراة بوساطة متنافسين أو أكثر ومجموع أرباح وخسائر المتنافسين ف المباراة لا 
تساوي صفر فإن المباراة يطلق عليها مباراة ذات المجموع غير الصفري , أسلوب حل المباراة ذات 
المجموع غير الصفري أكثر تعقيدا من أساليب حل المباراة ذات المجموع الصفري بحيث ان 
المتنافسين ممكن ان يتفاوضوا أو يتساوموا فيما بينهم من أجل تعظيم الربح أو تقليل الخسارة . 

ولتوضيح المباراة ذات ال مجموع غير الصفري نفترض وجود محطتين لبيع البانزين 8,۸ , كلتا 
المحطتين تسعى لتعظيم الربح الشهري لها من خلال تقليل سعر البانزين لزيادة المبيعات , إذا كلتا 
المحطتين لم تقلل السعر فإن أرباحهما تبلغ 500 ألف دينار لكل شهر , إذا ۸ قللت السعر و 8 م تقلل 
السعر فإن أرباح 4 سوف تبلغ 700 ألف دينار بينما أرباح 8 سوف تبلغ 400 ألف دينار بينما إذا 8 
قللت السعر و لم تقلل السعر فإن أرباح ۸ سوف تبلغ 400 آلف دينار بينما أرباح 8 سوف تبلغ 650 
ألف دينار وف حال كون كلتا المحطتين 4 , 8 قللت السعر فإن أرباح كل محطة سوف تبلغ 450 ألف 
دينار شهريا . 
مصفوفة الدفع للمباراة تكون بالصيغة الآتية: 


B 
يقلل السعر لايقلل السعر 7 ظ‎ 
لايقلل السعر‎ 500/500 400/650 
يقلل السعر‎ 700/400 450/450 


من المصفوفة في أعلاه فإن كلا ا متنافسين 8,4 تلك إستراتيجيتين تتمثل بتقليل السعر أو عدم 
تقليله, إستراتيجية تقليل السعر هي إستراتيجية مفضلة بالنسبة للمتنافس 4 وهي كذلك مفضلة 
بالنسبة للمتنافس 8 إذا كلا المتنافسين قاموا بتقليل السعر فإن أرباح كل منهم سوف تبلغ 450 ألف 
دينار شهريا بينما إذا كلاهما مم يقلل السعر فإن أرباح كل منهم سوف تبلغ 500 ألف شهريا أي ان 
ربح كل متنافس سوف 
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يكون اكبر من ربحه في حال تقليل السعر لذلك فإن الإستراتيجيات ال مفضلة للمتنافسين ليس 
بالضرورة تقود إلى نتائج جيدة في المباريات ذات المجموع غير الصفري , إذا تم الاتفاق بين 8,۸ 
على عدم تقليل السعر فإن أرباح كل منهم سوف تتزايد . 

العديد من المباريات ذات المجموع غير الصفري ممكن أن تحل بنفس الأسلوب الموضح في أعلاه 
وأن عملية تحويل المباراة إلى مسألة برمجة خطية (1..20) هو غير ممكن لذلك سوف يتم الاكتفاء بهذا 
القدر من التفصيل . 
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...Game Theory 


نظرية المباراة 


مسائل 
Problems‏ 


(1-6): حدد الإستراتيجيات المثلى ممصفوفات الدفع الآتية باستخدام الإستراتيجيات المفضلة: 
(A)‏ 
8 8 8 5 
A 1 2 5‏ 
A, -3 1 2‏ 
A 1 2 1‏ 
A, 1 0 2‏ 
(B)‏ 
8 8 8 5 
A 1 2 3‏ 
A, 0 4‏ 
A, -1 2 3‏ 
A, 1 3 2‏ 
(2-6) : أوجد نقطة الاستقرار لمصفوفات الدفع الآتية: 
(A)‏ 
B B B B‏ 
A 1 2 3 4‏ 
A, 3 -3 -1 -7‏ 
A 1 -1 5 3‏ 
A, -7 -5 -3‏ 
(B)‏ 
B B B B‏ 4 
A 1 7 3 4‏ 
A, 4 -4 -5 6‏ 
A -3 -4 -9 -2‏ 
A, -8 -9‏ 
A, 7 3 -9 5‏ 
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(3-6) : أوجد الحل الأمثل للمباريات الآتية باستخدام الطريقة البيانية: 


(A) 


(5-6) : للمسألة ( 6 - 4 ) أوجد الستراتيجيات المختلطة المثلى وقيمة المباراة باستخدام طريقة المعادلات الخطية . 


(6-6) : شركتان لتصنيع المواد الغذائية يتنافسان فيما بينهما لزيادة المبيعات زيادة مبيعات اي من الشركتين سوف 
يكون على حساب الشركة الأخرى كلتا الشركتين تمتلك ثلاثة ستراتيجيات مختلفة لزيادة مبيعاتها وكما هو 
موضح بمصفوفة الدفع الآتية ( الأرقام تمثل نسب مئوية من المبيعات الكلية): 


أوجد الحل الأمثل للمباراة باستخدام معيار أدنى الأقصى - أقصى الأدنى . 
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نظرية المباراة 


(7-6): صيدليتان تتنافسان فيما بينهما لزيادة مبيعاتهما كل على حساب الآخر , كلتا الصيدليتان تعتمد في زيادة 
مبيعاتهما على ثلاثة ستراتيجيات (نوع الدواء , سعر الدواء , معاملة المريض ) , مصفوفة الدفع الآتية تمثل 


نسب الربح أو الخسارة للصيدليتين باستخدام الستراتيجيات الثلاثة: 


ما لرن 
5 


2 
-1 


سعر الدواء 


2 


نوع الدواء 
0 


-5 
2 


نوع الدواء 


سعر الدواء 
معاملة المريض 


أوجد الستراتيجيات ال مختلطة اممثلى لكلتا الصيدليتين وقيمة ال مباراة باستخدام البرمجة الخطية (.1.۲) . 


(8-6): حول مسألة المباريات الآتية إلى مسألة برمجة خطية (.1.۲): 


By 

6 

8 

6 

B, 

1 

2 

-3 
B, B; 
-2 3 
1 -2 
-3 1 
2 -4 


(9-6) : أوجد الحل الأمثل لمباريات المسألة (8-6) . 


س الى نل ه 


ل اح ھم ت 
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ين عل ود اير 


حل حل حح 


34 


(A) 


(B) 


(C) 


نظرية المباراة 


(10-6): أوجد الحل الأمثل للمباريات ذات المجموع غير الصفري الآتية: 
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Game Theory 


(A) 


(B) 


الفصل السابع 


نظرية صفوف الانتظار (الطوابير) 
Queueing Theory‏ 


۱-7 المدخل 
۲-۷ تطبيقات صفوف الانتظار 
۲-۷ العناصر الرئيسية لأنموذج صفوف الانتظار 
٤-۷‏ خصائص نماذج صفوف الانتظار 
٥-۷‏ قواعد توزيعي بواسون والأسي 
١٠-۵-۷‏ عمليات الوصول ( الولادة البحتة ) 
۲-۵-۷ عمليات المغادرة ( الوفاة البحتة ) 
٦-۷‏ صفوف انتظار ذات عمليات وصول ومغادرة مشتركة 
۷-۷ نظرية صفوف الانتظار بقناة خدمة واحدة 
۱-۷۷ أنموذج مجتمع غير محدود 
M/G/1):( GD/s0/oo )1-1-V-V‏ ) 
M/M/1):( GD/e0/oo )Y-1-V-V‏ ( 
۲-۷-۷ أنموذج المجتمع المحدد 
۸-۷ نظرية صفوف الانتظار ذات القنوات المتعددة 
۹-۷ صفوف الانتظار ذات الأسبقية في الخدمة 
١-9-١‏ ( مه/ه/82 22 ):( M/G/1‏ ) 
Mi/M/C (:) NPRP/o0/oo ) Y-4-V‏ ) 
١-۷‏ صفوف الانتظار ا متسلسلة 
٠-٠٠۷‏ أنموذج ذا موقعي خدمة متسلسلة مع سعة صف صفرية 
۲٠-۷‏ أنموذج ذا >1 من مواقع الخدمة المتسلسلة مع سعة صف غير محددة 
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Introduction المدخل‎ :1 - 


عرفت نظرية صفوف الانتظار على يد وصداءظ A.K.‏ عام ۳ بعدما قام بدارسة مسألة 
الازدحام الموجودة على خط الهاتف حيث بدأ بإيجاد الفترات الزمنية لتأجيل المكالمات نظرا لانشغال 
الهاتف وقد طورت دراسات ه۴1 بوساطة كل من تصناه/ة عام Thornton D - Fryg 1۹V‏ عام 
٨۸‏ وبعد الحرب العاممية الثانية تطور العمل بنظرية صفوف الانتظار لتشمل مسائل أخرى من 
الانتظار . 


أن تكون خطوط الانتظار هو بطبيعة الحال ظاهرة شائعة تظهر حينما يتعدى الطلب على 
خدمة ما الطاقة المتاحة لتوفير تلك الخدمة , ولصعوبة التنبؤ بصورة دقيقة بالوقت الذي تصل فيه 
الوحدات لطلب الخدمة أو الوقت المطلوب لإنجاز تلك الخدمة فإن عملية اتخاذ القرارات التى تتعلق 
بمقدار الطاقة التي تهيأ لإنجاز الخدمة هي عملية صعبة. | 

توفير خدمات كثيرة سيتضمن تكاليف زائدة , من الناحية الأخرى عدم توفير طاقة خدمية 
كافية سيسبب تكوين خط انتظار طويل إلى حدما من حين إلى آخر وهذا يكون مكلف أيضا في بعض 
النواحى سواء أكانت الكلفة اجتماعية أو كلفة فقد الزبائن أو كلفة الموظفين العاطلين وغيرهما لذلك 
فإن الهدف النهائي هو بلوغ توازن اقتصادي بين كلفة الخدمة والكلفة المرتبطة بالانتظار بسبب تلك 
الخدمة. 
7- 2: تطبيقات نماذج صفوف الانتظار 

Applications Of Qeueuing Models 

نظرية صفوف الانتظار لها تطبيقات واسعة في المجالات الحياتية فأحدى تطبيقات صفوف 
الانتظار المهمة التي نواجهها جميعا في حياتنا اليومية هي المجالات الخدمية مثال على ذلك صالون 
حلاقة فالحلاقون يمثلون مراكز الخدمة و الزبائن يمثلون الوحدات الطالبة للخدمة ونفس الحال 
ينطبق على المطاعم, دور السينما , المصارف وغيرها . 


تطبيق آخر لصفوف الانتظار هو مجال النقل فمن الممكن ان تكون وسائط النقل هي الوحدات 
الطالبة للخدمة مثال ذلك سيارات تنتظر أمام مكتب تحصيل الرسوم أو 
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الأشارات الضوئية, شاحنة أو سفينة تنتظر للتحميل أو التفريغ , طائرات تنتظر الهبوط أو الأقلاع 
من مدرج (مركز الخدمة) و في حالات اخرى تكون وسائط النقل هي مراكز الخدمة مثال ذلك سيارات 
الأجرة وسيارات اطفاء الحريق و الرافعات أو المصاعد. 

هنالك أمثلة عديدة اخرى لصفوف الانتظار مثل انتظار المكائن العاطلة (الوحدات الطالبة 
للخدمة) في صف لغرض تقديم الخدمة لها أي تصليحها من قبل المصلح ( مركز الخدمة ) وكذلك فإن 
ا مستشفيات تمثل صفوف الانتظار من حيث انتظار ال مرضى لتقديم الخدمة الصحية لهم المتمثلة 
بالأطباء أو سيارات الإسعاف أو أسرة المستشفى. 


7- 3: العناصر الرئيسية لأنموذج صفوف الانتظار 
Basic Elements Of The Queuing Model‏ 


العناصر الرئيسية لظاهرة صفوف الانتظار هى: 

1 . وصول الوحدات ( 363196 نمل ): ويكون الوصول على شكل فترات زمنية منتظمة أو غير 
منتظمة إلى نقاط تدعى مراكز ( قنوات ) الخدمة كمثال على ذلك وصول الشاحنات إلى موقع 
التحميل , دخول الزبائن إلى مركز تجاري , وصول الأشخاص إلى السينما , وصول السفن إلى 
الميناء وغيرها كل هذه الوحدات تدعى وصول الزبائن . 

2 . مراكز ( قنوات) الخدمة ( Service channels‏ ): هي المواقع التي تقوم بتقديم الخدمة 
للوحدات الطالبة للخدمة ( الزبون ) مثال على ذلك البائعين , الميناء وغيرها, إذا كان مركز 
الخدمة غير مشغول فإن الزبون الواصل سوف يخدم مباشرة وإذا كان مركز الخدمة مشغول فإن 
على الزبون الانتظار في خط إلى أن يتم تقديم الخدمة له وبعد اكتمال الخدمة يغادر الزبون 
النظام. 

8 صفوف الانتظار تتكون عندما يضطر الزبائن إلى الانتظار في الصف للحصول على الخدمة . 
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3 . الصف ( #uعںQ‏ ): بمثل عدد الزبائن المنتظرة للحصول على الخدمة(عدد الوحدات طالبة 
الخدمة) , الصف لا يتضمن الزبون الذي يتم تقديم الخدمة له . 


الشكل ( 7 - 1 ) يوضح العناصر الرئيسية لنظام صفوف الانتظار . 


مغادرة الزبائن 


الشكل (7 - 1) 


7- 4: خصائص نماذج صفوف الانتظار 
Characteristic Of Queuing Models‏ 

تتميز نماذج صفوف الانتظار بستة خصائص رئيسية وهي: 

1 . توزيع الوصول ( ٣٥نا‏ ط1ز 221721 ): ويقصد به نمط أو قاعدة وصول الزبائن إلى النظام 
ممكن ان يكون على شكل فترات زمنية متساوية أو على شكل فترات زمنية غير متساوية أي 
وصول عشوائي أي ان وصول الزبائن لا يكون على شكل مط أو قاعدة معينة ولذلك يتم 
استخدام التوزيعات الاحتمالية لوصف معدل وصول الزبائن ( أي عدد الزبائن الواصلين إلى 
النظام لكل وحدة وقت واحدة ) وأكثر هذه التوزيعات استخداما هو توزيع بواسون قيمة 
المتوسط معدل الوصول تتمثل بوساطة ^ . 

2 . توزيع الخدمة ( service distribution‏ ): ويقصد به مط أو قاعدة مغادرة الزبائن النظام ويممثل 
وقت الخدمة أي الفترة الزمنية بين خدمتين متتاليتين والتى قد تكون ثابتة أو عشوائية , معدل 
الخدمة ( عدد الزبائن الذين تم تقديم الخدمة ١‏ 
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لهم لكل وحدة واحدة من الوقت ) يفرض ان مركز الخدمة يكون مشغول دانما, اغلب نماذج صفوف 
الانتظار تفرض ان معدل الخدمة يتوزع عشوائيا موجب التوزيع الأسي . 

3 . مراكز ( قنوات ) الخدمة ( 5اعصصهط 166زمهو ): أنظمة صفوف الانتظار ممكن ان تحتوي على مركز 
خدمة واحد وفي هذه الحالة يكون انتظار الزبائن بصيغة خط واحد للحصول على الخدمة كما هو 
الحال مثلا في عيادة الطبيب أو قد تحتوي على العديد من مراكز الخدمة والتي تكون بصورة 
متوازية وفي هذه الحالة فإن اكثر من زبون واحد سوف تقدم الخدمة له بنفس الوقت كما هو الحال 
في صالون الحلاقة , وهنالك أنظمة تحتوي على سلسلة من مراكز الخدمة أي ان الزبون يجب ان يمر 
بصورة متتالية خلال كل المراكز لكي تكتمل الخدمة المقدمة له كما هو الحال مثلا عند صناعة منتوج 
يمر بعدد من المكائن ولذلك فإن أنظمة صفوف الانتظار أما تكون نظام ذا مركز خدمة واحد أو 
نظام متعدد مركز الخدمة . 

4 . نظام الخدمة ( عدنامك115 ع25316ء: ): هو القاعدة التي يتم موجبها اختيار الزبائن من الصف 
لكي يتم تقديم الخدمة لهم وأكثر الأنظمة المستخدمة هو نظام من يأت اولا يخدم اولا ) 
FCFS )‏ موجب هذا النظام يتم تقديم الخدمة للزبائن حسب وصولها كما هو الحال ف شباك 
قطع التذاكر للسينما أو المصارف وغيرها أو نظام من يآتي اخيرا يخدم أولا ( 10715 ) كما هو 
الحال في المخازن وهنالك أنظمة أخرى تعتمد على العشوائية في الخدمة أو تعتمد على الأسبقية 


5 . عدد الزبائن ا مسموح بها في النظام ( number of customers allowed in the system‏ ) عدد الزبائن المسموح 
بها في النظام ممكن ان يكون محدد أي ان وصول أي زبون جديد يكون غير مسموح له الاشتراك في النظام 
أو قد يكون غير محدد . 

6 . المجتمع ( دهخغ12ناممم ): ويقصد به المصدر الذي تتولد منه الوحدات الطالبة للخدمة ( الزبائن ) 
بت إذا كان اضر هر :أن يحتوق على عدد کیل من الرياكن لن عليه ضر دودو 
إذا كان يحتوي على عدد كبير من الزبائن (أكثر من 50 ) فيطلق عليه مجتمع غير محدود . 
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7- 5: قواعد توزيعي بواسون والأسي 
Roles Of The Poisson And Exponential Distributions‏ 


نفترض نظام صفوف الانتظار بحيث أن عدد الواصلين والذين يتم تقديم الخدمة لهم خلال فترة 
من الوقت تتبع الشروط الآتية: 
1 . احتمال حدوث أي حادثة ( وصول أو مغادرة ) بين الوقت † و 1+5 يعتمد فقط على طول ط ( 
أي ان دالة الاحتمال تمتلك زيادات مستقلة و مستقرة ) 
2 . احتمال حدوث الحادثة خلال فترة صغيرة جدا من الوقت ط هو كمية موجبة ولكنه أقل من 
الواحد . 
3. على الأكثر حادثة واحدة ممكن ان تحدث خلال الفترة الزمنية ط . 
نفترض ان (2,)4 مثل احتمال حدوث د١‏ من الحوادث خلال الفترة ؛ ولذلك فإن ۶,)٤(‏ تمتلك زيادات 
مستقلة ومستقرة تبعا للشرط الأول عندما 0 -ه فإن: 


(1-7) ----------- ( 1 )وي P(t)‏ = رط +ع )يم 
من خلال الشرط الثاني يتضح لنا ان 0>۶,)1(>1 لكل قيم ط , وعلى هذا الأساس فإن حل المعادلة ( 
(1-7 هو: 

P(t)=e“™ ESO )2-7( 


حيث أن 0 هو ثابت موجب . 
عندما 0 < ط وقيمة صغيرة جدا فإن: 


P(h)=e ®‏ 
Olh + (@h J” /2! - (Qh (5/3! + ------ > 1- Oh ----- )3-7(‏ - 1 = 
من خلال الشرط الثالث يتضح لنا أنه على الأكثر حادثة واحدة تحدث خلال 1 و لذلك: 
(4-7) سل اط > (ط)2 -1- (ط)م 


نفترض أن: 
(6)1: دالة الكثافة الاحتمالية (4.۴.م ) للفترة الزمنية بين حدوثين متتالين ,0 <). 


(۴)۲: الدالة التجميعية (5. 0.4) للفترة الزمنية بين حدوثين متتالين غ وتساوي 4( )/ f‏ 
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إذا 1 مثل فترة الوقت منذ حدوث الحادثة الأخيرة فإن: 


احتمال الوقت بين حدوثين متتالين =| احتمال عدم حدوث أي حادثة 
هو أقل من 1 خلال 1" 


يعبر عنها رياضيا كالآتي: 
P(t>T)=P(T)‏ 
P=‏ فإن: 


Cu 


ما ان (4)6 هي 4.6.م لغ وأ 


و TT‏ 
أو باستخدام تعريف (۴)۲ فإن: 
eT ,T <0 )6-7(‏ د ن) 1-8 
بأخذ المشتقة ل ۲ نحصل على: 
)7-7( 0 175 , كك يو دق)1 


ا معادلة ( 7 - 7) تمثل دالة الكثافة الاحتمالية للتوزيع الأسي , من ذلك نستنتج: 
1 . من خلال العمليات التي وصفت لاحتمالات (),2 فإن الوقت بين حدوثين متتالين يجب أن يتبع 
التوزيع الأسي . 
2 . القيمة المتوقعة للتوزيع الأسي 
وحدة وقت 0 E{T†=1/‏ 
تمثل معدل فترة الوقت بين حدوثين متتاليين وأن: 
حوادث / وحدة وقت /0 = ۴)۲ /1 
تمثل معدل الحوادث المتولدة لكل وحدة واحدة من الوقت وهذا يعنى ان 0 تمثل معدل ( 
ا مغادرة ) عند تولد الحوادث . : 
3 . هتلك التوزيع الأسي خاصية تتمثل بأن وقت حدوث الحادثة التالية هو مستقل عن وقت حدوث 
الحادثة المنصرمة ( الحادثة الأخيرة ) أي ان: 
P{t>T+S|t>S}=P{t>T}‏ 
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ERED RR‏ فف الانتظان: 
حيث أن ۲ هو متغير عشوائي هثل الوقت بين حدوث حادثتن متتاليتين وه هو وقت حدوث الحادثة 
الأخيرة ولتوضيح ذلك: 

P{t>T+S|t>S}=P {t>T+Sxt>S}/P{t>S} 


=P {t>T+S}/p,{t>S} 


-OL ) T+S) -05 


ع / 2-6 


- 007 


= =p {t>T} 
وهي إحدى خصائص التوزيع الأسى ه‎ ) ack Of Memory ( هذه الخاصية يطلق عليها فقدان الذاكرة‎ 
Arrivals Process ( Pure Birth ( ( عمليات الوصول ( الولادة البحتة‎ :1-5 -7 
في هذا المقطع نفترض أن الحادثة تمثل عملية وصول بحتة ,هذا يعني أن الزبون يث يشترك في‎ 


النظام ولا يغادره وهذا ما يطلق عليه بالولادة البحتة. 


نشتق الصيغة الاحتمالية (۲) ,۶ بالاعتماد على الشروط ال معطاة سابقا , عندما 
0 و 1<0 وقيمة صغيرة جدا فإن: 


وصول 2 من الزبائن خلال ٤‏ وعدم وصول أي زبون خلال 1 
أو P(t+h)=p‏ 
وصول 2-1 من الزبائن خلال ؛ ووصول زبون واحد خلال ط 


يعبر عنها رياضيا كالآتي: 
(8-2) سس ,n=1,2,-=‏ (ط)رط )8+ (ط)ط )2 - رطب)م 
P(t+h) =P,(t)P(h) ,n =0 .....)9-7(‏ 
نستبدل معدل تولد الحوادث (.0) بوساطة معدل الوصول (32 ) وباستخدام النتائج التي تم التوصل 
إليها سابقا: 


P(h)=e =1- Ah 
P(h)=1-P(h) = Ah 
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فأن المعادلتين (7 - 8) و (7 - 9) تصبح كالآق: 
0حم: طم ()) 2 +(ط1-8) )5 (t+h)=‏ م 
P(t+h)= P(t)(1-Ah)‏ 
بقسمة طرفي المعادلتين على 1 نحصل على: 
(غ)ر طم + ) (t+h)-P (t)/h=-AP‏ م) 
(غ) طة-2ط/((ع)5 (P(t+h)-‏ 
بأخذ الغاية عندما ط تقترب من الصفر فإن: 
P(t) =-AP (U) + AP, () (10-7)‏ 
P(t)=-AP,(t) a (11-7)‏ 
من (7 -11) نحصل على: 
P ()/P.()=-1‏ 
[Pi co/P,(t» dt - - 3. jdt‏ 


InP,(t)=-At +6 
P (t) = exp ) - At +C) 
فإن:‎ ٤ =0 عندما‎ 


ولذلك فإن الصيغة النهائية هي: 


بضرب طرفي المعادلة (10-7) رك ) نحصل على: 
)رط (t)=Ae‏ صخأ e*P' (rhe‏ 
[e P(t] = ke P(t) as )13-7(‏ عونق 
عندما 0-1 فإن: 
مو( = زعم معط d/dt [e‏ 
بتعويض المعادلة ( 7 - 12 ) في المعادلة أعلاه: 
فا 1 d/dt [e 1 P (t)]= Ae‏ 
e *P(t) =2 jdt‏ 
e *P(t)=At+C‏ 
عندما 0= ٤‏ فإن: 
0=C‏ 
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ولذلك فإن الصيغة النهائية هي: 

P(t) - چ‎ 

عندما 2 - م فإن المعادلة (7 - 13 ) تصبح كالآق: 
d/dt [e P.(t)]= Ae 1 P(t)‏ 
d/dt [e P.(t)] = e (Ate)‏ 
d/dt [e 8 P(t)]= At‏ 
P(t) = fe dt‏ ™ 
+22) 0 عن قناع 


C=0 
At) e * 
P (t= 
2! 
من ذلك نستنتج بأن القانون العام للصيغة الاحتمالية (۲) ,۴ هو:‎ 
e A)" ; 2-20 لست 12 و‎ 
P(t) = 
n! 


من ذلك يظهر أن الصيغة الاحتمالية (۲), ۲ تتوزع توزيع بواسون بوسط حسابي و تباين مقداره ۸ 
وهذا يعني أن عدد الحوادث ( وصول ) التي تحدث خلال الفترة الزمنية ؛ تتبع توزيع بواسون بمعدل 
. 


5-7 -2: عمليات ال مغادرة ( الوفاة البحتة ) ( Departures Process ( Pure Death‏ 


نفترض نظام صفوف انتظار يحتوي على عدد من الزبائن N‏ الذي يغادر موقع الخدمة معدل 316 بعد 

حصوله على الخدمة ولا يسمح باشتراك زبائن جديدة في النظام , هذه العملية يطلق عليها عملية 

الوفاة البحتة . نشتق الصيغة الاحتمالية (),9 والتي تمثل احتمال حدوث « من الحوادث ( مغادرة ) 

خلال ٤‏ بالاعتماد على الشروط المعطاة سابقا وباستبدال معدل تولد الحوادث ( © ) معدل المغادرة 
.M‏ 

q(h)=e ™" =1- Mh 

1(h)=1-9,(h) = Mh 
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امعادلات التي جمثل ( 1 + ) ٩,‏ تكون كالآق: 


q,(t+h) = 1,(t).1 +9, (t) Mh . ; لاحم‎ aA) 
1 (t+h)=49,(t)(1-Mh)+4,,(t)Mh.; ISn<N -—- (15-7) 
q(t+h) 2 9,):( (1-Mh) ; n=O I) 


من ال معادلة (7 - 14 ) نلاحظ انه في حال مغادرة كل الزبائن × خلال الفترة + فإن احتمال عدم 
حدوث مغادرة خلال الفترة ط هو مؤكد ( = 1 ) , بتبسيط المعادلات وأخذ الغاية عندما 1 تقترب من 
الصفر نحصل على: 


لاحم ; ()ني49ت رن 1 
(t) ; Isn<N‏ 19 + ن),4 دك رن و 
q(O)Z-M4,(t) ; n =0‏ 
الحل النهائي للمعادلات أعلاه هو: 
,N-1‏ سسب 0,1,2 =1 ; ™ (Mt )"e‏ 
)(t)(=‏ ۹ 
n!‏ 


N-1 
4,)0(=1- ر2‎ q(t) ; n=N 
n=0 


7- 6: صفوف انتظار ذات عمليات وصول و مغادرة مشتركة 

Queues With Combined Arrivals And Departures Process 

في هذا المقطع سوف نستعرض نظام صفوف انتظار بحيث أن كل من عمليتي الوصول والمغادرة 

تحدث بنفس الوقت , عندما يكون نظام صفوف الانتظار قد بدأ العمل حديثا فإن حالة النظام ( عدد 
الزبائن في النظام ) ستتأثر كثيرا بوساطة الحالة الابتدائية أي أن النظام يكون في حالة انتقالية ) 
"ransient Condition (‏ وبعد انقضاء وقت كاف , تصبح حالة النظام مستقلة عن الحالة الابتدائية 
بحيث أن النظام يكون ف وضع الحالة ال مستقرة ( (Steady - State Condition‏ . 
تعتمد نظرية صفوف الانتظار في التحليل على وضع الحالة ال مستقرة . 
خصائص صفوف الانتظار يعبر عنها بالصيغة الآتية: 

(a/b/c):(d/e/f) 
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حيث ان: 
ه: توزيع الوصول . 
: توزيع وقت الخدمة ( أو ال مغادرة ) . 
ع: عدد مراكز الخدمة . 
1: نظام الخدمة . 
: عدد الزبائن المسموح بها في النظام : 
؟: حجم المجتمع (المصدر الذي تتولد منه الوحدات الطالبة للخدمة) . 
يعبر عن رموز الصيغة في أعلاه بالآتي: 
: توزيع الوصول أو المغادرة حسب بواسون أو يعني أن وقت الخدمة ( أو الوقت مابين 
وصولين متتالين ) يتوزع توزيعا أسيا . 
2: وقت الخدمة يكون ثابت . 
۽ وقت الخدمة يتوزع توزيع كاما أو أرلنك با معلمة × . 
1: التوزيع المستقل العام للوصول ( أو الوقت مابين وصوليين متتالين ) 
:G‏ التوزيع ا مستقل العام للمغادرة ( وقت الخدمة ) 
:6D‏ نظام خدمة عام ( أي SIRO , LCFS , FCFS‏ ( 
رموز الصيغة في أعلاه وصفت لأول مرة عام 3 بواسطة a11‏ لہ D.6.‏ وکانت بالشكل 5/0 /2) وقي 
عام 1966 تم أضافت الرمزين 4,٠‏ بوساطة 4.10.166 . 


7 - 7: نظرية صفوف الانتظار بقناة خدمية واحدة 

Single - Channel Queuing Theory 
تنتج مسألة صفوف الانتظار ذات قناة خدمة واحدة من وقت وصول عشوائي ووقت خدمة عشواق‎ 
مركز (قناة) خدمة واحدة .وقت الوصول العشوائي ممكن أن يوصف رياضيا بتوزيع احتمالي وأكثر‎ 
التوزيعات المستخدمة هو توزيع بواسون مع العلم أن وقت الخدمة يتبع التوزيع الأسي.‎ 
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) 31/ M /1(: ) 62 / 60 / 0 ( أنموذج مجتمع غير محدود‎ :1-7 -7 
Infinite Population Model 


نفترض نظام صفوف انتظار ذو قناة خدمية واحدة معدل وصول يتبع توزيع بواسون ومعدل 
خدمة يتبع التوزيع الأسي بحيث أن كلا المعدلين مستقل عن عدد الزبائن في خط الانتظار , نظام 
الخدمة هو من يأتي أولا يخدم أولا ومعدل الوصول ۸ أقل من معدل الخدمة 26 . 
سوف نستخدم الرموز الآتية ف تماذج صفوف الانتظار: 
ه: عدد الزبائن في النظام ( خط الانتظار + مركز الخدمة ) . 
(: متوسط معدل الوصول (عدد الزبائن الواصلة لكل وحدة واحدة من الوقت) . 
: متوسط معدل الخدمة لكل مقدم خدمة مشغول (عدد الزبائن التي يتم تقديم الخدمة لها لكل 
وحدة واحدة من الوقت) . 
ة: احتمال دخول الواصل إلى النظام بين فترتي الوقت ۲ و ط + ۲ (هذا يعني خلال الفترةط) 
طة -1: احتمال عدم وجود وصول يدخل إلى النظام خلال الفترة ط . 
: احتمال اكتمال خدمة زبون واحد بين فترق الوقت ؛ و 1 + : ( ذا يعنى خلال الفترةط ) 
1< -1: احتمال عدم اكتمال الخدمة خلال الفترة ط . ١‏ 
,1: معدل عدد الزبائن في الصف . 
5.آ: معدل عدد الزبائن ف النظام . 
:W,‏ معدل وقت انتظار الزبون ف الصف . 
,: معدل وقت انتظار الزبون في النظام : 
1: معدل عدد الزبائن في الصف غير الفارغ . 


8 


5 
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لتحديد خصائص صفوف الانتظار ذو القناة الخدمية الواحدة فانه من الضروري أيجاد احتمال وجود م 
من الزبائن في النظام في الوقت ۲ [ 2.)0] لأنه في حال كون ۲)0 معلوم فانه بالإمكان استخراج معدل 


عدد الزبائن في النظام , أولا يجب ان نستخرج ( ط+)) ,7 . 
حدوث الحادثة ( وصول أو مغادرة ) يتم بإحدى الطرق الآتية: 


عدد الوحدات خلال الخدمة في الوقت الوصول في الوقت عدد الوحدات خلال 57 
t h h t+h‏ وحم 

1 n 0 0 n 

2 n +1 0 1 n 

3 1-1 1 0 n 

4 n 1 1 n 


احتمال الحدوث لكل حادثة يكون بالصيغة الآتية مع العلم ان 0ج ط: 
احتمال حدوث الحادثة 1 - احتمال ه من الوحدات في الوقت؛ * احتمال عدم وجود وصول * 
احتمال عدم وجود خدمة 
=P (t).(1-Ah ).(1-Mh)‏ 
=P (t)[1-Ah-Mh+AMh )‏ 
=P (t)[1-Ah-Mh]‏ 
وبصورة مشابهة: 
احتمال حدوث الحادثة 2: 
=P, (t).(1-Ah ( . (Mh)‏ 
=P, (t).Mh‏ 
احتمال حدوث الحادثة 3: 
=P (t).Ah .(1-Mh)‏ 
=P (t).Ah‏ 
احتمال حدوث الحادثة 4: 
=P (t).Ah .Mh‏ 
=P (t) .AMb‏ 
0= 
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نلاحظ أنه من غير الممكن حدوث حوادث أخرى وذلك بسبب القيمة الصغيرة ط كما هو الحال فى 
الحادثة 4 . ١‏ 
واحدة فقط من الحوادث ف أعلاه مكن ان تحدث , يمكن الحصول على (ط +ا) ۴ 
( عندما 0 < ۸ ) من خلال جمع احتمالات الحوادث الأربعة وكالآق: 
0 + ط غ82 . (غ ), (t).Mh +P‏ 5+ [طلة حط8 -2)(]1- رطب م 
(t)+AhP,, (t)‏ 2 طلا+ Ah+ Mh]‏ )م -ل) =P‏ 


n+l 


P(t+h)-P(t)=-(A+M)P,(t)+ MP, ()+AP,, (t) 
مسي ي س سح و‎ 
بأخذ الغاية لكلا الطرفين عندما ط تقترب من الصفر نحصل على علاقة ما بين‎ 
: ۲ سسط دوم , مه في أي وقت‎ 
d/dt [P, (t)] =AP,(t) + رغان 5ع‎ - (A+ M) P(t); n > 0 --- (17-7) 
عندما 0 = ۸ أي ( 1 + ۲) ,۶ فإن هنالك طريقتين فقط لحدوث الحادثة وكالآق:‎ 


عدد الوحدات خلال الخدمة في الوقت الوصول في الوقت عدد الوحدات خلال الحادثة 
t h h t+h‏ 
0 0 0 1 
0 1 0 1 2 


:1 احتمال حدوث الحادثة‎ 
=P (t).(1-Ah ).1 
:2 احتمال حدوث الحادثة‎ 
=P (t).(1-Ah ) .Mh 
.P(t+h)= P,(t).(1-Ah ( ظ+‎ (t).Mh.(1-Ah ) 
=P (t)-P (t).Ah+P, (t) .Mh 


P(t+h)- P.(t)=MP,(t)-AP,(t) 


h 
يأخذ الغاية لكلا الطرفين عندما ط تقترب من الصفر نحصل على علاقة ما بين ,م , ,م في أي وقتغ‎ 
وكالآق:‎ 


dldt [P,(t)] =MP, (t)-AP,(t) ; n =0---- (18-7) 
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احتمال وجود ١‏ من الوحدات في النظام مستقل من حيث الوقت وعلى هذا الأساس فإن: 
ECP,‏ 
d/dt [P, (t)] =0‏ 


ولذلك فإن المعادلتين ( 7 - 17) و (7 - 18 ) تتحول إلى المعادلتين ( 7 - 19) و (7 -20) على التوالي: 
0=AP,, +MP,,-(A+M)P, ; n>0---- (19-7)‏ 
0=MP, -AP, ; 1 =0 ---- )20-7(‏ 
من ال معادلة (7- 20 ) نحصل على: 
P =(AUM)P,‏ 
عندما 1= ه فإن المعادلة (7 - 19) تتحول إلى: 
0=AP+MP,-(A+M)P,‏ 
=((A+M)/ M)P, -A/M) P,‏ بم 
(A+ M)/ M) ((A/M) P, ) - (AIM) P,‏ ) = 
(AM) P,[ (A+M)/M -1]‏ = 
(AM)? P,‏ = 
وبصورة مشابهة عندما 2= م : 
P, = (AM) P,‏ 


(21-7) م 0> P= (AMP, ; n‏ 
معادلة (21-7 ) تمثل ۴ معبر عنها بواسطة M,A,P,‏ و للتعبير عن ۶ بواسطة 13/17 فإن 
احتمال كون قناة الخدمة مشغولة يمثل نسبة معدل الوصول إلى معدل الخدمة وعلى هذا الأساس فإن 


25-5 سي لان 5ك P‏ 
P= (AMM) ")1-)0/26(( 0 )23-7(‏ 
1 . القيمة المتوقعة لعدد الوحدات في النظام ء1 , نحصل عليها باستخدام تعريف القيمة المتوقعة 
E(X)= XP,‏ 
i=0‏ 
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o 
Ls = 3 nP, 


Ls = 3 n (A/M) (1 - (A/M)) 


n =0‏ 
n (A/M) *‏ ل (0/0 - 1 - 
n =0‏ 
(A/M)) (0 (A/M) + 1A/M) + 2(A/M) + === )‏ - 1(= 
) لس + (A/M)) (0+(A/M) + 2A/M)‏ - 1(= 
(A/M)) ((A/M) / (1 - (A/M))”)‏ - 1(= 
(A/ M) / (1 - (A/M))‏ = 
Ls =A / (M-A) 0 )24-7(‏ 
2 . القيمة المتوقعة لعدد الوحدات في الصف وآ : 
- القيمة المتوقعة لعدد الوحدات في النظام - القيمة المتوقعة لعدد الوحدات التي يتم تقديم 
الخدمة لها ( مقدم خدمة واحدة ) 
Lq = Ls -(A/M)‏ .'. 
-(A/ (M- 3(( - (AIM)‏ 


نلاحظ أن القيمة المتوقعة لعدد الوحدات التي يتم تقديم الخدمة لها تمثل احتمال كون قناة الخدمة 
.2 
شغولة (أى س .1). 
مشغولة ( 5ن ( 
3 . القيمة المتوقعة لوقت انتظار الوحدة الواحدة في النظام 185 : 
- القيمة المتوقعة لعدد الوحدات في النظام + معدل الوصول 
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..Ws = Ls/ A 


= 1 
)11-- 


WoT) es )26-7(‏ 
4 . القيمة المتوقعة لوقت انتظار الوحدة الواحدة في الصف W4‏ : 


= القيمة المتوقعة لوقت الانتظار ف النظام - وقت الخدمة 


: 1 
..Wq = Ws - ESE 
M 


- (1/(M-A)) - (1/M) 


5. القيمة المتوقعة لعدد الوحدات في الصف غير الفارغ 1١‏ : 
= القيمة المتوقعة لعدد الوحدات في الصف + احتمال كون الصف غير فارغ 


Lq/ )1-8(‏ = صنت 


2 
M(M-2) / - (1 - (A/M)) 


(28-7) لس 0 In =A/(M-A)‏ 
6 . القيمة المتوقعة لوقت الانتظار في الصف غير الفارغ «۷: 
- القيمة المتوقعة لوقت الانتظار في الصف + احتمال الانتظار 


..Wn = Wq/ (AIM) 


471 


نظرية صفوف الانتظار. Rosa eo‏ ا ل مز ار ل ل 168 ماوع 


7. دالة الكثافة الاحتمالية لتوزيع وقت الانتظار باستثناء وقت الخدمة: 
نفترض أن: 
( س ) /لا: دالة الكثافة الاحتمالية لتوزيع وقت الانتظار 
:)w( dw‏ احتمال انتظار الوحدة الواحدة للوقت بين 7 و 07+ 
ف حالة وجود ه من الوحدات ف النظام فإن: 
حل( للا = احتمال خدمة 2-1 من الوحدات خلال الوقت 7 , احتمال خدمة وحدة واحدة ف الوقت 
dw‏ . 


M n-1 Mw 
.'. Y,(w)dw = E * Mdw 


إ(1- (n‏ 
بافتراض ان 117 تمثل وقت انتظار الوحدة الواحدة بحيث ان: 
sw+ dw‏ 7لا كو 
فإن دالة الكثافة الاحتمالية هي: 
YW (w) dw = Pr (w > W sw + dw)‏ 


o0 


= رج‎ P, W,(Wdw 


ا 
۳ م (Mw) n-1‏ 
MD" (1-/MD) * (n -1)!‏ > = 


n= 


* Mdw 


2 
1 | “دم‎ «an E اسل‎ AL 
M إ2‎ 


1| -_ 3 * e" ع‎ dw * الح‎ 
M 
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(Waw = 1-e ME o 
0 
ly (Maw = في 2ے ]لحلا إر‎ 
: 
مج د‎ | 
5 ا +0 - ا‎ 


وهكذا فإن احتمال ( 0 = W‏ ) = احتمال ( عدم وجود وحدات ف النظام ) 
(31-7) لس 0 =P =1-(A/M)‏ 
7 . دالة الكثافة الاحتمالية لتوزيع وقت الانتظار ف النظام بضمنه وقت الخدمة: 
دالة الكثافة الاحتمالية لوقت الانتظار + وقت الخدمة 


0 - e 
w(w) _ M 
3 7 2 

w dw 11-e "dw 
| w(w)d ا‎ 3 


M 
مثال (7 - 1): أسواق للمواد الغذائية تقدم الخدمة للزبائن عن طريق محاسب واحد , الزبائن‎ 
يصلون إلى الأسواق معدل تسعة زبائن لكل خمسة دقائق بينما المحاسب يستطيع تقديم الخدمة‎ 
لكل عشرة زبائن في خمسة دقائق , على افتراض أن معدل وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون ومعدل‎ 
الخدمة يتبع التوزيع الأسي, أوجد:‎ 
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. معدل عدد الزبائن في النظام 

. معدل عدد الزبائن في الصف أو معدل طول الصف . 

. معدل وقت انتظار الزبون في النظام 

. معدل وقت انتظار الزبون قبل ان يحصل على الخدمة . 


سم زرحم يي طم 


الحل 
زبون / دقيقة 1.8 - 9/5 =۸ 
زبون / دقيقة ‏ 211-10/5-2 
زبون 18/2-18-9 -28/26-2 - 1.15 
زبون 8.1 = (1.8 - 2( 7/2 (1.8) = M(M - A)‏ / 2( -2.10 
دقيقة 1/2-1.8=5= Ws =1/M -A‏ .3 
دقيقة 45= )2-1.8( 1.8/2= Wq = A/ M(M- A)‏ .4 


مثال (7 - 2 ): مصلح أجهزة راديو , الوقت الذي يقضيه في تصليح جهاز الراديو يتبع التوزيع الأسي 
معدل 20 دقيقة 5 وصول اجهزة الراديو يتبع توزيع بواسون معدل 15 جهاز لكل 8 ساعات عمل 
يومية, ماهو وقت العطل المتوقع للمصلح يوميا . 


الحل 
جهاز / دقيقة ‏ 15/8+60-1/32-( 
جهاز / دقيقة  M=1/20‏ 


عدد الساعات التي يبقى فيها المصلح مشغول يوميا: 
1/32 


= 8¥ (A/M) =8* EEE 


ساعة ‏ 3 = 8-5 = 
مثال 77 - 3): مصرف يعمل بكاتب طابعة واحد فقط , عمل كاتب الطابعة يعتمد على عدد 
الصفحات التي يجب طباعتها , معدل طبع الصفحات يتوزع تقريبا 


عدد الساعات التي يكون فيها امصلح عاطل يوميا: 
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توزيع بواسون ب 8 صفحات لكل ساعة , معدل الوصول هو 5 صفحات لكل ساعة خلال 8 ساعات 
عمل يومية , كلفة الطبع هي 1.5 الف دينار لكل ساعة , أوجد: 

( Equipment Utilization ( كثافة التدفق‎ . 1 

2 . القيمة المتوقعة لوقت الانتظار في النظام : 

3 . معدل الكلفة الكلية الناتجة من الانتظار والطباعة يوميا 


الحل 
5 = 5/8= 7/11 - م .1 
ساعة 1/8-5-1/3- 2.Ws=1 / M-A‏ 


3 . معدل الكلفة اليومي = عدد الصفحات التي تطبع لكل يوم , معدل الكلفة لكل صفحة 
ألف دينار 20 - ( 1.5 + 1/3 ) +(8+5) = 

مثال (7 -4 ): معمل يقوم بتوزيع منتجاته عن طريق شاحنات المعمل بالإضافة إلى شاحنات شركة 
النقل , شاحنات الشركة تضطر في بعض الأحيان إلى الانتظار في خط طويل مما يعرض الشركة إلى أن 
تدفع ( خسارة ) إلى الشاحنات والسواق الذين ينتظرون فقط لذلك طلبت الشركة من إدارة المعمل 
أما أن تذهب شاحناتها لأداء عمل آخر أو أن تخصم سعر مكافء لانتظار الشاحنات مع العلم ان 
معدل وصول الشاحنات هو ثلاثة شاحنات لكل ساعة ومعدل الخدمة هو اربعة شاحنات لكل ساعة , 
شركة النقل تمتلك 40 % من مجموع الشاحنات الكلي , على افتراض بأن هذه المعدلات تتبع توزيع 
بواسون , أوجد: 
2 . وقت انتظار الشاحنة . 
3 . وقت الانتظار المتوقع لشاحنات الشركة لكل يوم مع العلم ان عدد ساعات العمل اليومية هي ۸ 

ساعات . 
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الحل 
5 = 3/4= 7/11 - 1.0 
ساعة ‏ 1/4-3=1= 2.Wn=1/M-A‏ 
3 . المجموع الكلي للقيمة المتوقعة لوقت انتظار شاحنات الشركة لكل يوم = عدد الشاحنات لكل يوم 
+ نسبة شاحنات الشركة + القيمة المتوقعة لوقت الانتظار لكل شاحنة 
(3+8)x0.40xA /M(M -A)‏ = 
ساعة / يوم 2 = ( 3 - 4)4 /3 + 0.40 + 24 = 
مثال (7 - 5): وصول مكامات هاتفية في خط هاتف يتبع توزيع بواسون معدل 9 دقائق بين 
مكاممتين , طول الطكالمة يتبع التوزيع الأسي معدل 3 دقائق: 
1 . ما هو احتمال انتظار الشخص عند وصوله إلى الهاتف . 
2. معدل طول الصف في أي وقت . 
3 . شركة الهاتف ترغب في نصب خط هاتف ثان في حالة انتظار الواصل 4 دقائق على الأقل لأجراء 
ال مكالمة , أوجد معدل وصول المكامات للهاتف الثاني . 
4 . ما هو احتمال بأن الواصل سوف ينتظر أكثر من 10 دقائق قبل أجراء اطكالمة . 
5 . ما هو احتمال انتظاره أكثر من 10 دقائق قبل ان يكون الهاتف متوفر وكذلك تكون اممكاممة قد 


اكتملث: 
الحل 

0-9 
M=1/3 

1 1/9 
كلا 4 -م1‎ -3 
5 M 1/3 
2.1٩ = M 5 1/3 =15 شخص‎ 


11-7 1/3-1/9 
3. Wq =A, /M(M - A) 
4=, /1/3(1/3- 1) 
1 = 421 وصول/ دقيقة‎ 
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ASAR‏ اطا 


Queuing Theory 


00 
4 0 (1-A/M)A e ™™ dw 


e FM w 
=-A(1-A/M) OAM) 
10 


1/9 5 )1/9 -1/3( 0 


1/3 
- 0 
OO 
1 
5. ل‎ (M-2) "30ج‎ dw 
10A -M) -9 
=€ € = 0.1 


(M /G/ 1): (GD / 00 / 00) :1-1-7-7‏ 
تسمى هذه الصيغة بصيغة ( Khintchine ) P - K‏ - laczekاPo1‏ المشتقة من نظام صفوف انتظار 
ذو قناة خدمية واحدة تبعا للفرضيات الآتية: 
1 . وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون معدل ۸ . 
2 . توزيع وقت خدمة عام معدل (غ]8 و تباین (غ1 ۷a۲‏ . 
3 . شروط الحالة المستقرة المتمثلة با مقطع ( 7 - 6 ) إضافة إلى أن: 
=AE{t} <1‏ م 
اشتقاق الصيغة الاحتمالية ,۶ يستند على سلاسل ماركوف, لذلك سوف نركز على اشتقاق ءا وکالاآتي: 
() ۴: توزيع وقت الخدمة معدل )) ۴ وتباين إ) ۷۹۲ . 
ه: عدد الزبائن في النظام بعد مغادرة الزبون . 
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؛ : وقت خدمة الزبون الذى يلى مغادرة الزبون الأول . 
ا: عدد الواصلين الجدد خلال الفترة ؛ . 

'د: عدد الزبائن في النظام بعد مغادرة الزبون التالي . 
الرموز في أعلاه موضحة بالشكل (7- 2): 


النظام 
1 . 12-1 1 
چ : j+1‏ حل م 


الشكل (2-7) 
7 هثل وقت مغادرة ز من الزبائن و +1 هثل وقت مغادرة الزبون التالي أي وقت مغادرة 1 + ز من 
الزبائن ونظام الخدمة نظام عام. 
بوساطة فرضيات الحالة المستقرة فإن : 
E{n}=E{n'} ; E{n’}=E{(n')’}‏ 
الشكل (7- 2) يوضح: 


0 م if‏ 
0< م if‏ ع1 +1 - 


بافتراض: 
0 م if‏ 


n'=n - 6 + ع1‎ 
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Queuing Theory 


بأخذ القيمة المتوقعة لكلا طرق المعادلة في أعلاه ينتج: 
E{n'}=E{n 1-8146(+ 811(‏ 
“.*'م)8- زم8)4 
.“.E{0}=E{k}‏ 
(n')?” =(n+k-68)” =n + K + 0“ + 2nk - 2n0 - 6‏ 
Sn=n‏ ; 8= 8 


= n” +K +2nk + 6 - 2n - 2k 


EE 
بأخذ القيمة المتوقعة لكلا طرفي المعادلة ف أعلاه نحصل على:‎ 
م8 د( م81‎ ( +E(k)-2E(n){1-E(K)}-E (5) 428 (K)- 1} 
(س)اقد رز لماعم‎ 5: 8)6(-8)1( 


E(k)-E(k) {2E(K)-1}‏ ا 
2{1-E(D}‏ 


E(k)”+ E(k)-2{E(K)} N 


2{1-E(K)} 


ا ان وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون فإن: 
E{K|t}=At‏ 
E{K |t}=(At) +‏ 
وعلى هذا الأساس فإن: 
E(K) = JE{K|t}f(t) dt‏ 


5| At f(t) dt 
= AXE (t) 


OO 


E (KD) = JE )12 |t} f(t) dt 


- {AO +At}E(E) dt 
-( var (t)+A 7 {E(t)} +27 E(t) 


بتعويض )K(‏ 8 , 062 8 في المعادلة (33-7) نحصل على: 


Is=E(n)= ۸2 var(t)+A27{E (t) (2 E(t) - 28 (t)[ 2 E(t )-1] 
TTT TT TIITEC)} 
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A7 [var(t)+ ) 8)1( }]2AXE(t)[1- XE (t)] 
2{1-AE(t)} 


A2 [var (t)+ {E (t) $ 
XLE(t) + و ا‎ 


بالاستناد إلى المعادلة (7 - 34) نحصل على: 
Lq =Ls-AE (t)‏ 
Wq = Lq/ A‏ 
Ws = Ls/ A‏ 


مع العلم ان معدل الخدمة هو: 
M=1/E(t)‏ 
مثال (7 - 6): موقع لغسل السيارات يتم العمل به بوساطة ماكنة غسل أوتوماتيكية واحدة لذلك 
فإن وقت الخدمة هو متساوي وثابت لكل السيارات بحيث أن كل سيارة تحتاج إلى 10 دقائق لإكمال 
خدمتها , وصول السيارات إلى موقع الغسل يتبع توزيع بواسون بمعدل 5 سيارات لكل ساعة , أوجد 
. معدل عدد السيارات في النظام . 
. معدل عدد السيارات فى الصف . 
. معدل وقت انتظار السيارة في النظام . 
. معدل وقت انتظار السيارة في الصف . 


سم زرح وير لكر 


الحل: 
5 -.2 
وقت الخدمة ثابت أي ان: 
ساعة 1/6 -10/60 - E(t)‏ 
var (t ) = 0‏ 
M=1/E(t)= 6‏ 


1” [{E (t) }+ var (t) ] 


1. Is =AE(t) + 2{1-AE(t)} 
سك‎ 1 0 O o 
- 0(6) + 2)1- 501/6( 2917 ياه‎ 


480 


Shy ioe Queuing Theory‏ رو سمال عم لوو جم ماد افاج الحو بو عد RS‏ جح اج دحج الاقم area‏ نظرية صفوف الانتظار 


2. Lq=Ls - LE (t) 


= 2.917 - 0 )1/6( = 2.083 سيارة‎ 
3. Ws= Ls /A 
= 2.917/5 = 0.583 ساعة‎ 


4. Wq= Lq /( 
- 5 = 0.417 ساعة‎ 


مثال (7 - 7): ماكنة لشحر بطارية السيارة تحتاج إلى 15 دقيقة لشحز البطارية الواحدة , وصول 
البطاريات إلى الماكنة يتبع توزيع بواسون معدل 3 بطاريات في الساعة , أوجد ما يأق: 


1 


ذم يي طم ي 


. احتمال انشغال اطاكنة . 
. معدل عدد البطاريات في النظام . 
. معدل عدد البطاريات في الصف . 


الحل: 
وقت الخدمة ثابت أي ان: 


E(t) - 15/60 - 1/4 ساعة‎ 
var (t ) = 0 


M=1/E(t)= 4 ; 4-3 


l1. © - [1/126] = 3/4= 05 


1 [{E (t) (5 var (t) | 


2. Ls =AE(t) + 211-2809 
= 3)1/4( + 3 1/4)” +0 = 1.875 بطارية‎ 


2012 A) 


3. Lq=Ls - LE (t) 
= 1.875 - 3)1/4( = 1.125 بطارية‎ 
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4. Ws= هآ‎ /A 

= 1.875/3 = 0.625 ساعة‎ 
5. Wq= 10/7 

= 1.125/3 = 0.375  ةعاس‎ 


(M/M/1):(GD/N/ 00) :2- 1-7-7 


الاختلاف الوحيد بين هذا الأموذج وأنموذج ( 00 / 0 / 62 ) :(1/ 1/1 ) هو أن عدد الزبائن 
المسموح بها في النظام هو عدد محدود )N(‏ ولذلك فإن معدل الوصول ال مؤثر والذي نرمز له بالرمز م2 
( يمثل عدد الوحدات الواصلة التي تشترك فعلا في النظام ) يصبح أقل من معدل الوصول المتولد من 


المصدر. 
لاشتقاق الصيغة الاحتمالية ,۶ نستعين بالمعادلتين (7- 19) و(20-7): 
0=MP, -AP, ; n =0‏ 
+MP,,-(A+M)P, :0<n<N‏ رط ده 
المعادلتين في أعلاه ممكن كتابتها بالصيغة الآتية: 
(35-7) لسك 00 2-200 و 0= 0P, +P,‏ - 
(36-7) مسد )P, +P + 0P, =0 ;0<n<N‏ 0 +1(- 
نضيف إلى المعادلتين (7 - 35 )و(7 - 36 ) حالة النظام عندما ×= م و كالآق: 
عدد الوحدات خلال الخدمة في الوقت الوصول في الوقت عدد الوحدات خلال الحادثة 
t h h t+h‏ 5 
N : 0 N‏ 1 
N-1 1 0 N‏ 2 


P, (t+h) =P, (t) (1 - Mh) +P, _, )( . Ah. (1-Mh) 
=P, )( - طلة + (غ)ى< طلاخ‎ Py, (t) 


EERE E MP.(t)J+AP,. (t) 
ES. بحاي‎ N N-1 


بأخذ الغاية لكلا الطرفين عندما 1 تقترب من الصفر نحصل على: 
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RSA‏ ف لظا 


[P. (t)]=-MP.(t)J+AP,. (t)‏ لكك 
+ = 
dt N N N-1‏ 


Py (t) =P, 4 [P,(t)] = 0 
dt 
0= -MP,+AP بوم‎ 
-P, + 0 Pg = 0 n )37-7( 
من المعادلات (7- 35 ) ,(37-7(,)36-7) نحصل على:‎ 
P = p"P,= n= 0,1,2, لس‎ N 
لاستخراج قيمة ,۴ نتبع الآتي:‎ 
N 
e 
n=0 
N 
E 
n=0 
pps ps عله‎ 
Pp 
gE CE 9 
1- م‎ Po 
P, = 1- م‎ 
2g وعلى هذا الأساس فإن:‎ 
1- 2م‎ : 0 #۶1 
P, = AE gE n= 0,1,2 ------ N 
1 عضي‎ 
N+1 
باستخدام ,۶ نستخرج معدل عدد الزبائن في النظام وكالآق:‎ 
N 
Ls=E(n)= | nP, 
n=0 
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“م -1+(م -])) ”م(8+1)- | 1-0 
(م -1( 4 ات 


“م 1+ "م + الم - “لوز + الوق - أ م-1 
N 2 2‏ 1 
) م-( ا 
“م7 + (1+ 37) "م -[1 م-1 
(م-1( pe‏ 8 
Np")‏ + "م(ا+ pl -(N‏ 
pe‏ 


N 


#1م : 


Ls = 


معدل الوصول المؤثر 36 يستخرج من حاصل ضرب معدل الوصول في احتمال اشتراك الزبون الواصل 
في النظام حيث أن احتمال عدم اشتراك الزبون في النظام يساوي ,5 لذلك فإن: 


Îe=A(1-P,) 

وعلى هذا الأساس فإن: 
Wq=Lq/Ae ; Ws= Wq+1/M‏ 
Ls = Lq + Ae/M‏ 


من ذلك يتبين ان: 
Ae=M(Ls-Lq)=A(1-P,)‏ 
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مثال (7 - 8): على افتراض ان موقع غسل السيارات ال معرف بامثال (7 - 6) يتسع ل 5 سيارات فقط 
بالإضافة إلى السيارة التي يتم تقديم الخدمة لها بحيث ان السيارة الواصلة الجديدة تضطر إلى البحث 
عن مكان آخر للخدمة وعلى افتراض ان وقت الخدمة يتبع التوزيع الأسي, أوجد الآتي: 

1 . عدد السيارات التي سوف يخسرها موقع الغسل يوميا(۸ ساعات عمل) . 


الحل: 
M= 6‏ , 2-5 
N=5+1=6‏ 
2-e =۸ - 1(1 -P,)‏ .1 
AP,‏ = 
1 
TTP"‏ > 
٤‏ ي(5/6)-1 _ 
( 5/6 ) - 1 
0.74 = 


A- Ae =5 + 4‏ 
سيارة / ساعة 7 = 
إذن معدل عدد السيارات التي سوف يخسرها موقع الغسل يوميا يساوي: 
سيارة 3 = 0.387 +8 


2 . 18885 - هآ‎ / Ae 
/0)-1ام‎ +1)p* + Np} 


7 كا ` 
]") 5/6 (6 + °) 7(5/6 -1]( 5/6( 
]1 )5/6(-1-5/6)[1( 
سيارة 2229 
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Ae =A(1-P,) 
=5 )1- 0.774( 
= 13 


ساعة 0.496 = 4.613 / 2.29 = Ws‏ 
مثال (7 - 9 ): صالون حلاقة يحتوي على حلاق واحد وستة كراسي لانتظار الزبائن بحيث أن أي زبون 
واصل جديد بعد ان تكون جميع كراسي الانتظار مشغولة سوف يضطر إلى الذهاب إلى صالون آخر , 
وصول الزبائن إلى الصالون يتبع توزيع بواسون بمعدل زبون واحد لكل 15 دقيقة , وقت خدمة 
الزبون يتبع التوزيع الأسي معدل 10 دقائق , وقت العمل لصالون الحلاقة هو 12 ساعة يوميا , أوجد 
الآن: 
. معدل عدد الزبائن في النظام . 
. معدل وقت انتظار الزبون في النظام . 
. معدل وقت انتظار الزبون في الصف . 
. عدد الزبائن التي سوف يخسرها الصالون يوميا . 


سم زرح وير لكر 


الحل: 
زيون / ساعة 60/15=4= ۸ 
زيون / ساعة 60/10=6= M‏ 
pl-(N +1)p" + Np}‏ 
le‏ 


[؟ (7)2/3 + 2/3(7 ) 8 -1] )2/3( 
1-5 1-23 


14 152 


= 1.678 زبون‎ 
2.Ws=Ls/ Ae 
Ae =۸ (1-P,) 
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اذن عدد الزبائن التي يخسرها الصالون يوميا"هو: 


7- 2-7 : أنموذج المجتمع المحدود(2 / 60 / M/1):(GD‏ / 31 ) 


= 0.02 
Ae =4(1- 0.02) 

= 2 
Ws = 1.678 / 3.92 = 0.428 ساعة‎ 
3. Wq = Ws - 1/ 


= 0.428 -1/ 6 
= 0.6 ساعة‎ 
4.8 - Ae =4-2 


زبون / ساعة 0.08 = 


0.08 x 12 - 6 زيون‎ 


Finite - population model 


يختلف هذا النظام عن نظام ( 00 / 0 / )M/ M /1 (: ) GD‏ من حيث کون احتمال الوصول 
يعتمد على عدد الزبائن ا محتمل دخوله إلى النظام بحيث إذا كان × هثل حجم المجتمع وه يمثل 
عدد الزبائن ا محتملة في صف الانتظار فإن أي وصول جديد يتولد من « - 21 . 
إذا 2 تمثل احتمال بأن الزبون سوف يطلب الخدمة خلال الفترة الزمنية ط ومع وجود « - × من 
الزبائن غير المشتركة في نظام صفوف الانتظار فإن احتمال الزبون سوف يطلب الخدمة هو (م-2) 


2 


لتحديد خصائص النظام فانه من الضروري ان نجد احتمال وجود « من الزبائن ف النظام خلال الوقت 
) وهذا يتطلب أولا ان نجد احتمال وجود « من الزبائن في النظام خلال الوقت ط . 


هنالك ثلاثة طرائق لحدوث الحادثة وكالآق: 


عدد الوحدات خلال 
t+h‏ 
n‏ 
n‏ 
n‏ 


الخدمة في الوقت 


OD‏ سم ه 


عدد الوحدات خلال الحادثة 
t‏ 

1 n 

2 n +1 

3 12-1 


نظرية صفوف الانتظار. a So‏ و 158 مم0 


1 احتمال حدوث الحادثة:‎ 
=P (t).(1-(N-n)Ah ).(1-Mh) 

=P (t)-P (t).(N-n).Ah -P (t).Mh 

:2 احتمال حدوث الحادثة‎ 
=P, (t) [1-(N-n-1)Ah ].Mh 
=P, (t).Mh 

:3 احتمال حدوث الحادثة‎ 
=P (t).[(N-n+1)Ah ] .(1-Mh) 
=P (t).(N-n+1)Ah 
P (t+h)=P 0-8 (t).(N-n)Ah-P (t) Mh +P, (t) Mh 3 
(1+م -2)()), م‎ 2 


P (t+h)-P,(t)=-P (OIAN-n)+M]+ P,, (t).M+P,,(D[(N-n+1)A 
h 


n+1 


بأخذ الغاية لكلا الطرفين عندما 1 تقترب من الصفر نحصل على: 
d [P,(t)]=-P, ([A(N-n)+M]+P,,, (t).M +P,, (t)[(N -n +1) A]‏ 
dt‏ 


P (t)=P, 
4 [P,(t)] =0 


dt 
0=-P [AN-n)+M]+ يم‎  .M+P [(N-n+1)A].. 
P, =P, [(N-n)J(AM)+1]- P,, (N-n +1) (A/M) ---- (38-7) 

عندما 0 -ه , من المعادلة (7 - 20) نحصل على: 
0=MP,-(N-0)JAP,‏ 
P =(AMWM)NP,‏ 

عندما 1= ه , من المعادلة ( 7 - 38 ) نحصل على: 
((N-1)M/M +1 -PN (AM)‏ م أ P=‏ 


N(A/M) (Si +1 J) -PN (AM)‏ مد 


=P N(AM) |((N-1)A/M +1 -1 J) 
=P (AM) .N(N-1) 
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مما ورد في اعلاه نستنتج الصيغة العامة ل ,۶ وكالآق: 


(N-n+1)‏ د 


(N-—-n)! 
لإيجاد ,۴ نتبع الآتي:‎ 


P= 
1 N! (A 
(N -nJ\ M 
. ا معادلة ( 7 - 40 ) تمثل احتمال كون النظام فارغ‎ 
احتمال وجود د من الزبائن في النظام , من المعادلتين (39-7) ,(40-7) نحصل على:‎ . 1 


ا 


N! (Aa 
-P ي‎ 
(N -nJ\ M 
معدل عدد الزبائن في النظام:‎ .2 
N 
دما‎ nP, 
n=0 
= N - (M/ 3001-2 
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3. معدل عدد الزبائن في الصف: 


Lq =N - اسك‎ 


مثال (10-7): مصلح يديم أربعة مكائن, معدل الوقت بين متطلبات الخدمة هو 5 ساعات لكل 

ماكنة ويتبع التوزيع الأسي معدل وقت التصليح هو ساعة واحدة ويتبع التوزيع الأسي كذلك , كلفة 

وقت عطل الماكنة هي 25 ألف دينار لكل ساعة وكلفة المصلح هي 55 ألف دينار لكل يوم , أوجد: 

1 . معدل عدد ال مكائن العاملة . 

2 . معدل كلفة الوقت الضائع لكل يوم . 

3 . أيهما أكثر اقتصاديا استخدام مصلح آخر بحيث أن كل مصلح يديم ماكنتين أم البقاء على مصلح 
واحد فقط . 


الحل: 
A۸ -- 1/5 - 2‏ 
M =1/1=1‏ 


1.Ls= N- (M/A) (1-P,) 


1 
77ب جم 72722222 ج جس کڪ ر 
“(0.2) (4»3+21) + )0.2( )4+3+2 ) + 7( 0.2 ) )4+3( + )0.2 ) 1+4 
ماكنة 1= (0.4- 1) (1/0.2)- 4 = 1s‏ 
إذن معدل عدد المكائن العاملة يساوي: 


490 
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ماكنة 4-1-3 
2. معدل كلفة الوقت الضائع لكل يوم ( بافتراض 8 ساعات عمل يوميا ) يساوي: 
8 معدل عدد المكائن العاطلة + 25 


5 + 1 + 8 - 
ألف دينار / يوم 200 - 
2= 3.11 
1 
P=‏ 


= 1/1.48 = 8 


Ls = 2 - (1/0.2) (1 - 0.68 ( = 0.4 


معدل الوقت الضائع لكل يوم يساوي: 
ساعة / يوم 6.4 = 2 + 0.4 + 8 


الف دينار 270 = 25 + 6.4 + 55 + 2 


ا مجموع الكلي لكلفة ا لمصلح الواحد لكل يوم يساوي: 


الف دينار 255 - 200 + 55 
استخدام مصلح واحد أفضل اقتصاديا . 


مثال ( 7 - 11 ): شركة أستثمارية تتألف من 5 طوابق تعاقدت مع منظف لتنظيف الشركة, معدل 
الوقت بين متطلبات التنظيف هو 3 أيام لكل طابق ويتبع توزيع بواسون, معدل وقت التنظيف هو 
يوم واحد ويتبع التوزيع الأسي ا أوجد: 

1 . احتمال كون النظام فارغ. 

2 . معدل عدد الطوابق في الخدمة. 

3. معدل عدد الطوابق التي تنتظر الخدمة. 
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الحل: 
3 - 1/3 - ^ 
M =1/1=1‏ 
1 
- 122 
١ 9 N! (Aa‏ 
(N-nJ\M‏ 4 
1 
B=‏ 


1+5 ) 0.33) +) 17ء4342 5 )+ 0.33( )54432+ )0.33( )5+4+3 ( + ”) 0.33 )(4مد‎ ) 0.33(7 
2.Ls= N-(M/A) (1-P,) 


( 0.11 - 1 ) (1/0.33) - 5 = 
طابق 2.3 = 

3.Lq = N -((A+M)/ A) (1 -p,) 
= 5 - )1.33/0.33( )1 - 0.11 ( 
= 1.41 طابق‎ 


7- 8 : نظرية صفوف الانتظار ذات القنوات المتعددة 
Multi - Channel Queuing Theory‏ 

نظام صفوف الانتظار ذا قنوات خدمة متعددة يعني وجود عدة مواقع ( مراكز ) للخدمة 
بصورة متوازية وكل وحدة ( زبون ) في صف الانتظار ممكن ان يخدم بوساطة أكثر من موقع خدمة 
واحد بحيث ان كل موقع يقدم الخدمة نفسها , معدل وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون ومعدل 
خدمة الزبائن يتبع التوزيع الأسي ونظام الخدمة هو نظام خدمة عام . 
نفترض أن: 
ه: عدد الزبائن في النظام. 
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OTE ET Queuing Theory‏ لور رن لتر ان O E E‏ موه ور وح رسع يو روود لاسو ال ولعو نظرية صفوف الانتظار 


2: احتمال وجود « من الزبائن في النظام 5 

©: عدد قنوات الخدمة المتوازية . 

: معدل وصول الزبائن . 

: معدل الخدمة للقناة ال مفردة . 

مسألة مصفوفة الانتظار تتكون عندما ء < م فقط و لتحديد خصائص النظام فانه من الضروري إيجاد 
احتمال وجود « من الزبائن في النظام خلال الوقت ؛ . 

1 . حالة النظام عندما ء > ١‏ : نفترض أن 2 = , ايجاد الصيغة الاحتمالية (ط + ) ,۶ يكون وفق الآقي: 


عدد الوحدات خلال الخدمة في الوقت الوصول في الوقت عدد الوحدات خلال الحادثة 
t h h t+h‏ 

1 0 0 - 0 

2 1 0 1 0 


(t+h)=P (t).(1-Ah (+2 (t).(1-Ah ).Mh‏ م 
=P (t)-AhP,(t)+P, (t) .Mh‏ 


P (t+h)-P (t)=-AP (t)+MP, (t) 
h 
بأخذ الغاية لكلا الطرفين عندما 1 تقترب من الصفر نحصل على:‎ 
غلك‎ [P,(t)] =-AP,(t)+MP, (t) 


٠.٠ عو‎ [P,(t)] =0 ; P,(t)=P, ; P(t)=P, 
'. 0=-AP, +MP, 


(7- 41( ا 
M‏ 
هنالك ثلاثة طرائق لحدوث حادثة واحدة خلال الوقت 1 + وكالآق: 
عدد الوحدات خلال الخدمة في الوقت الوصول في الوقت عد الوجدات ج زی 
h h t+h‏ 1 

1 0 1 1 1 

2 1 0 0 1 

3 2 0 1 1 
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(t+h)= P(t)Ah(1-Mh)+P(t).(1-Ah).(1 -Mh)‏ م 
+P, (t) (1 - Ah) 2 Mh‏ 
اذا كانت كلتا القناتين مشغولتين فإن احتمال خدمة واحدة هو: 
Mh+Mh=2Mh‏ 
.P (t+th)= P (t)Ah+P, (t) 1-Ah-Mh] +P, (t). 2Mh‏ 


P (t+h)-P (t)= AP (t)-P, (t).(A+M)+P,(t). 2M 
h 
بأخذ الغاية لكلا الطرفين عندما 1 تقترب من الصفر نحصل على:‎ 
dIdt [P, (t)] =AP,(t)-P, (t).(A+M)+P,(t). 2M 
باعتبار شروط الحالة المستقرة للنظام:‎ 
0=AP,- (A+M)P, + 2MP, 
مل درا‎ 7 
P= P-P 
2M 2M 


(A/M)P, (A/2M) P, 


| 0 
ا ت 


= )P/2( 5 
M وبصورة مشابهة:‎ 
5 دك‎ 21 8 2 
3M 3M 
2 
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مما ورد في أعلاه نستنتج: 


عدد الوحدات خلال الخدمة في الوقت الوصول في الوقت عدد الوحدات خلال الحادثة 
h h t+h‏ 1 

1 n 0 0 n 

2 n+1 0 1 n 

3 1-1 1 0 n 


P, (t+h)= P, (t).[(1- Ah )(1 - 2MB)] + P,,, (t) .])1- Ah () 2MB)] + P,, (t) .[ Ah ) 1 - 2Mh) 
م‎ (t+h)=P (t)[1-Ah-2Mh ] +P,,, (t) 2Mh +P, , (t) Ah 


n+1 


-(A+2M)P, (t) + 2868 (t+ AP, (t)‏ د ن) ظ (t+h)-‏ م 


h 


n+l 


بأخذ الغاية لكلا الطرفين عندما 1 تقترب من الصفر نحصل على: 
d/dt [P, (t)] = -(A+2M)P, (t) + 2MP,,, (t+ AP, (t)‏ 
[P,(t)] =0 ; P (t)=P,‏ غلبيل ." 
-(A+2M)P, + 2862+ AP,‏ =0 


م 4 ا 
2M 2M‏ 
بتعميم ا معادلة في أعلاه ل ء من القنوات: 
Bu‏ 2 سكف م 
CM CM‏ 


المعادلة في أعلاه ممكن أن تكتب بالصورة الآتية: 


005 


نظرية صفوف الانتظار ا ea SE‏ 


Queuing Theory 


أو ممكن ان تكتب کالآن: 


1 4+(n-M م 4 م‎ E 
nM nM 
عندما > = ۸ہ نحصل على‎ 
رم 2 م كنلا كاخة م‎ 
CM CM 


TT 


qê) le" 


1 اه 
CAM CM‏ ` 
عندما 2+ = م نحصل على: 
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P= ا‎ FE 1 
CM CM 


1+ CM e ۸ 
: ا را‎ 
CM | 0!) 13 20 CIM 


E 


CC!I\ M CM 
P 2 C+1 1 
` CCM CM 
P 4 C+2 7 
[7 CO\M 
مما ورد في أعلاه ذ نستنتج:‎ 
EE 
P = س‎ BECO ERS )47-7( 
C!C"°\ M 


o0‏ احم 
O: 0 n‏ 
ا 04 
C!C‏ 2 ! 3 
1 12 ا س 
(48-7) کی لات 0-7 "0 + p0"‏ 
C‏ 1 ا C!‏ ! د 


نفترض أن: 


وومةممةم ممم مم ممه م C‏ 8 
2 
م م 1 
...ا ]|2 | + +[ = 
1 3 1 
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نظرية صفوف الانتظار. Se So‏ م وما و ا و1588 OER‏ 


نا 
MC‏ 
MC‏ 
MC-4‏ 
بتعويض قيمة ۸ ف أعلاه بالمعادلة ( 7 - 48 ) نحصل على: 
rS )49-7(‏ = 
“محم "م 3 


1-0 1! C! MC-A4 
خصائص نظام صفوف الانتظار ذو قنوات الخدمة المتعددة هي:‎ 
معدل ( القيمة المتوقعة ) عدد الزبائن في النظام 5آ:‎ . 1 


Ls= 2 
= *م‎ 5 
n ۳ 2 0 


O0 


٤ i 
ادا‎ DT 6 س‎ 


hc PM! n=c 


باستخدام نفس الأسلوب الذي وصف سابقا لاستخراج قيمة ۸ نحصل على: 
2 “م * AM‏ 


(50-7) #كسبييييه 000 ا = 
(C-1(CM - 2( ° M‏ 
2 . معدل ( القيمة المتوقعة ) عدد الزبائن في الصف ( طول الصف ) و-آ: 
(51-7) ل 0 - قن ح هنآ 


3. معدل وقت انتظار الزبون في الصف وW:‏ 
Wq = Lq (1/A)‏ 
2 ر 
(C-1)(CM - A4)‏ 
4 . معدل وقت انتظار الزبون ف النظام :Ws‏ 
Ws = Wq + (1/M)‏ 
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M * “م‎ 1 
3 P 
(c-1(CM =4) ° 57 


مثال (12-7): للمثال (3-7) نفترض ان هنالك طابعتين وكالآق: 


الكلفة اليومية ( الف دينار) معدل الخدمة لكل ساعة 
2.5 8 الطابعة الموجودة 
4.5 12 الطابعة المقترحة 


أيهما أفضل اقتصاديا استخدام الطابعة المقترحة أم استخدام طابعتين ؟ 


الحل: 
ا مجموع الكلي للكلفة اليومية للطابعة الموجودة = كلفة خسارة الوقت + كلفة التشغيل 
الف دينار 22.5 = 20 + 2.5 = 
أما بالنسبة للطابعة المقترحة فإن: 
ساعة ‏ 1/7- (1/)12-5 = Ws = 1/(M- A)‏ 
كلفة خسارة الوقت اليومية تساوي: 
7 - 60/7 = )8+5 ) + 1/7 + 1.5 
الكلفة الكلية تساوى: 
ألف دينار07. 13 = 4.5 + 8.57 
المجموع الكلي للكلفة اليومية للطابعتين = كلفة التشغيل للطابعتين + كلفة الوقت الضائع لحساب 
كلفة الوقت الضائع نتبع الآق: 


M * “م‎ 
5 م‎ 
3 (C-1(CM - 4) 0 
0 1 
ET ا‎ aC 
PE 


1-0 1! C! 140-34 


499 


نظرية صفوف الانتظار. اسل مسومب لا سوا مرو سوم توه سور عرو i‏ مم ا را 158 هلبع 


أذن المجموع الكلي للكلفة اليومية يساوي: 
ألف دينار 13.31 = 1.5 + (32/231) + 5 + 8 + ( 2.5 )2 
استخدام الطابعة المقترحة أفضل من استخدام طابعتين 
مثال (7 - 13 ): أوجد حل امثال (7 - 4 ) على افتراض وجود موقعين لتحصيل الشاحنات. 
الحل: 
1 . احتمال انتظار الشاحنة للحصول على الخدمة = الاحتمال .۶ بأن هنالك شاحنتين أو أكثر في النظام 


E 
E O 
1 
P - 
0 LL 
Lin CI ودع‎ 


1 
2*4 اداه لو 
2+4-3 (4ااد ‏ )4 nl‏ 


P = (1/2!) ) 3/4(* )2+4/2+4-3()5/11(<-4 


=5/11 


أذن احتمال انتظار الشاحنة هو 0.205 
2 . وقت انتظار الشاحنة: 
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oran Queuing Theory‏ بو شتوو سو مرو سلا tarpon RS aa SAR age o‏ نظرية صفوف الانتظار 


5 كملا 
(C-1Y(CM - 2(: P‏ 


Cc 


5 4) 3/4) (5/11) (44/9) = 0.2 
1! )2 +4 - 7 


3 . وقت الانتظار المتوقع لشاحنات الشركة لكل يوم = معدل وقت الانتظار* نسبة شاحنات الشركة 


= P + Wn ) 24+ 0.40) 
= (9/44) 0.2 ) 24 × 0.40 ( 
= 3 


7- 9: صفوف الانتظار ذات الأسبقية ف الخدمة 
Queues With Priorities For Service‏ 

في هذه الحالة يحتوي نظام صفوف الانتظار على عدة صفوف انتظار متوازية بحيث إذا أحتوى 
النظام على «د من الصفوف فإن الصف الأول يمتلك أعلى أسبقية في الخدمة والصف « يكون ذا أوطأ 
أسبقية في الخدمة , معدلات الوصول والخدمة تختلف باختلاف الصفوف مع افتراض أن نظام الخدمة 
في كل صف هو نظام 8055 , أسبقية خدمة الزبون تكون وفق أحدى القاعدتين الآتيتين: 
1 . قاعدة الإجهاض 06«نامددءء:2 : تعني خدمة الزبون ذا أقل أسبقية تقطع بوصول الزبون ذا أعلى 
2 . قاعدة عدم الإجهاض Non Preemptive‏ : تعني أن الزبون الذي يتم تقديم الخدمة له يغادر مركز 

الخدمة بعد اكتمال خدمته فقط مع إهمال أسبقية الزبون الواصل . 

في هذا المقطع سوف نوضح القاعدة الثانية فقط في حالتي النظام ذو قناة خدمة واحدة 
والنظام ذو قنوات خدمة متعددة , في حالة النظام ذو قناة خدمة واحدة نفترض بأن وصول الزبائن 
يتبع توزيع بواسون وأن خدمة الزبائن يتبع توزيع 
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اعتباطى ( ر۲ه۲):طاھ ) , أما ف حالة النظام ذو قنوات خدمة متعددة فإن كل من وصول وخدمة 
( مغادرة ) الزبائن يتبع توزيع بواسون مع العلم أن الرمز 2588 هشل وجود أسبقية في الخدمة 
حسب قاعدة عدم الإجهاض Non preemptive‏ . 


(M/G/1): (NPRP/ 0O / OO ):1-9-7‏ 
نفترض الآن: 
5,)0: دالة التوزيع التراكمية لتوزيع وقت الخدمة الأعتباطي ل طاذ من الصفوف 
ص --------- 2 و 1 -1 
,۴ : الوسط الحسابي . 
78210 : التباين . 
ب : معدل الوصول ل طا¡ من الصفوف لكل وحدة وقت . 
1 معدل عدد الزبائن في الصف ل × من الصفوف 
الصيغة النهائية معدل عدد الزبائن ف الصف والنظام و معدل وقت انتظار الزبائن ف الصف والنظام 
تكون كالآق: 
>.4,(E?{}+ Var (0))‏ 
كلت yp)‏ 
(يى-1)(,_,ى- 20 ١‏ 


1 1 
1 2 27 ) 
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ETE: Queuing Theory‏ اسان لصوو تو سوه ارو سا صر ميو ملام E‏ لوط رودتو عم وص )ا ووو ابس O‏ نظرية صفوف الانتظار 


معدل وقت انتظار الزبون في ١‏ لصف بغض النظر عن أسبقيته هو: 


711 
ا Wq=‏ 
k=1‏ 
حيث أن: 2 < =۸ 
5 


وبنفس الطريقة يتم استخراج معدل وقت انتظار الزبون في النظام بغض النظر عن أسبقيته . 

مثال (7 - 14): وحدات يتم أنتاجها في معمل أنتاجي تصل المعمل على شكل ثلاث مجاميع , 
المجموعة الأولى تملك أسبقية على كل من المجموعة الثانية والثالثة والمجموعة الثانية تملك أسبقية 
على المجموعة الثالثة , أي وحدة تبدأ عملية أنتاجها يجب أن تكتمل عملية الإنتاج قبل دخول وحدة 
جديدة 0 وصول الوحدات للمجاميع الثلاثة يتبع توزيع بواسون معدل 4 لكل يوم على التوالي 5 
معدل الخدمة للمجاميع الثلاثة ثابت وهو 5,9,10 وحدات لكل يوم على التوالي 3 المطلوب حساب: 
1 . معدل وقت انتظار أي وحدة في الصف بغض النظر عن أسبقيتها . 

2 . معدل عدد الوحدات المنتظرة في كل صف . 


الحل: 
=A ,E{t, - 4) 1/10 ( = 4‏ رم 
2 - (1)1/5 =0 : 3 = (1/9) 3 - يم 
4 - ,م S,=‏ 


3 ح-ح وم +0 د ره 
3 - رم + وم + م S=‏ 
ما أن 1 > ,5 فإن شروط الحالة امستقرة للنظام ممكن أن تتحقق: 
((ما سمط زم 4,(E?‏ .> 


لحف = .1 
S,)‏ 1 لق 0 2(1 ' 
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yı _ 41/10) +0|+ 31/9) +0|+1(1/5) +0 _ 0117 _ 0 5و7و0‎ E A ل‎ 
2)1 -0(1-0.4( 200.6( 


£ 0.117 


=0.365 d. =8. h. 
° 2)1-0.4(1-0.733( 


Ww; = 7 =3.27 .كه‎ =185 h. 
20- 0.733(0-0.933( 

yy) 
N 


=1 


ساعة 78.591369 ) 1 + (8.77) 3+ (2)2.34_ - 
4+3+1 


2.14% = A, Wq® 
وحدة 0.39 = (0.0975 ) 4 = و.آ‎ 
1٩ً = 3 ) 0.365( = 1.095 وحدة‎ 
1 =1 )3.27( = 3.27 وحدة‎ 


مثال (7- 15): يصنف محل لبيع المواد الغذائية زبائنه إلى صنفين الصنف الأول تلك أسبقية في 
الخدمة على الصنف الثاني , نظام الخدمة في ال محل يقضي- بأن أي زبون لايتم تجهيزه حتى يكتمل 
تجهيز الزبون السابق , وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون معدل 5 , 4 زبائن لكل ساعة للصنفين الأول 
والثانى على التوالى , معدل الخدمة للصنفين ثابت وهو 9 , 10 زبائن لكل ساعة على التوالى , المطلوب 
0 ي ي 

1 . معدل عدد الزبائن المنتظرة فق كل صف . 

2 . معدل عدد الزبائن المنتظرة في النظام للصنفين الأول والثاني 


1. 1 = A الاك‎ 5-5 
,م‎ = E(t} = 5 )1/9( - 5 

4 = ) 1/10 )4 = (يااظي( = وم 

5,- 0 = 5 
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TE Queuing Theory‏ سروف عرو سما O‏ م جم وماد E‏ ملحو بو توه رجحم امن دحي ابس اق العو وسيل سومج نظرية صفوف الانتظار 


1< 0.955 = يم + ,م ديه 


>. 4,(E{}+ ((ما بس‎ 
(kK) _ i=1 
20 -S,(1= 5) 
Wq"= 5 [( 1/9) +071 + 4[ (1/FO ) +0] -7 e 
2)1-0()1-0.555( 0.89 
Wq* = 0.1017 = 6. 26125 ساعة‎ 
2)1 - 0.555() 1 - 0.955( 0.04 


L4 = 5 1 

= 5)0.1143( -0.5715  نوبز‎ 
1q = ۸ Wq? 

زیون 10.17 = ( 2.5425 )4 = 


2.18% = 1q + ,م‎ 
Is" = 1q" + “°, 

= 0.5715 + 0.555 = 1.1265 زبون‎ 
Ls” = Lq®+ وم‎ 

زبون 10.57 = 0.4 + 10.17 = 


(M,/M/C):(NPRP/00/00) :2-9-7‏ 
هذا الأموذج يفترض أن توزيع وقت الخدمة لكل الزبائن هو متشابه بغض النظر عن الأسبقية 
بالإضافة إلى أن كل قنوات الخدمة © تكون ذا توزيع خدمة أسي متماثل معدل 34 , وصول الزبائن ل 
× من صفوف الانتظار ذات الأسبقية يتبع توزيع بواسون معدل , ص ------- , 1,2 k=‏ وعلى هذا 


= و 2 و1‎ ------------- m 
ERE 
حيث آن:‎ 
1 
S >0 DE © لكل ی‎ 
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E. 200 2 1 -<م:‎ 


=0 


مثال (7 - 16 ): لتوضيح هذا الأنموذج نفترض نظام ذا ثلاثة صفوف انتظار ذات أسبقية معدل 
وصول 2 5 , 3 لكل يوم على التوالي , النظام يحتوي على مقدمي خدمة معدل خدمة 10 لكل يوم , 
كل من الوصول وام مغادرة يتبع توزيع بواسون المطلوب حساب: 

1 . معدل وقت انتظار أى زبون فى الصف . 

2 . معدل عدد الزبائن في الصف . 

الحل: 


5-2/2010( = 01 
S, = 5, +( A, /CM ) = 0.1 + (5 / 2)10(( = 0.5 


S, = S, +) A, /CM ) = 0.35 + (10 / 2(10)) = 0.85‏ 
ما أن 1 > »5 لكل قيم × فإن شروط الحالة المستقرة للنظام ممكن أن تتحقة 


00 [043 
5 كك ين 


A+ A)/M - 17/10 -7‏ جب0 = م 


E{ 0 31 1 =0.039 


1021.7) 2)0-1.7(01()1+1.7(+1( 


W, = 0.039/)1-0.1( - 3 
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W, = 0.039/(1-0.1)(1-0.35) = 0.0667 
W, = 0.039/)1-0.35()1-0.85( = 0.4 


W,= (2/17) ( 0.0433) + (5/17) ( 0.0667) + (10/17) ( 0.4) = 0.26 
2. هآ‎ = AW, = 17 (0.26 ( = 2 


مثال (7 - 17): يصنف مخزن لتجهيز المواد الاحتياطية للسيارات زبائنه إلى ثلاثة أصناف ذات 
أسبقية , معدلات الوصول للأصناف الثلاثة هي 2 ,4 .6 زبون لكل يوم على التوالي , يجهز المخزن 
زبائنه عن طريق منفذين للتجهيز , معدل خدمة أي منفذ هو 12 زبون لكل يوم , كل من وصول 
ومغادرة الزبائن يتبع توزيع بواسون , ا لمطلوب حساب معدل عدد الزبائن ال منتظرة ف كل صف . 


الحل: 


3 


93 
در‎ CM 
6, = 2/ 2)12( = 3 
8, = 0.083 + 4 / 2)12( = 49 
5, = 0.249 + 6 / 2)12( = 9 


a 
(1 S1 9 
1 


Ef} = a 
| 


cup" مC-1)>2 اح‎ 


n=0 F1: 


(+A +A) /M = 12/12 =1‏ = م 


1 
E‏ ا 
[1+(ا+ 2-12-10 )212(0 3 
wm 0.013 = 0.014‏ 
1-3 
وزمم تآ 0.013 _ سس W=‏ 
(0.249 - 1( 1-0.083) 
0.034 = ااا 0.013 = و1 


(1 - 0. 249() 1 - 0.499( 
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0 = A WS 

زبون 0.028 = (0.014) 2 = ,1 
زيون 0.076 = (0.019) 4 = ,1 
زبون 0.204 = (0.034) 6 = ”,1 


7 - 10: صفوف الانتظار ال متسلسلة Tandem or Series Queues‏ 
مواقع الخدمة تكون مرتبة على شكل سلسلة بحيث أن على الزبون أن يجتاز هذه المواقع 
ليحصل على خدمة كاملة, سوف ندرس أولا حالة بسيطة تتمثل بوجود موقعي خدمة مع عدم وجود 

صف ومن ثم نطور الحالة لسلسة من صفوف بواسون ذات السعة غير المحددة . 


7- 10- 1: أنموذج ذا موقعي خدمة متسلسلين مع سعة صف صفرية 
Tow - Station Series Model With Zero Queue Capacity‏ 
نفترض نظام صفوف انتظار ذا قناة خدمية واحدة تتضمن موقعي خدمة وكما هو موضح 
بالشكل (7 - 3 ) , الزبون الواصل يجب أن هر بالموقعين 2,1 ليحصل على الخدمة , أوقات الخدمة 
لكل موقع تتوزع توزيعا أسيا معدل خدمة مقداره 14 , وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون معدل 
مقداره 4 مع عدم وحود صفوف انتظار في كلا الموقعين 2 


النظام 
خروج 1 5 5 1 دخول 


أي موقع في النظام ممكن أن يكون فارغ أو مشغول كما أن الموقع 1 ممكن أن يكون مسدود ) 
(9©اء10ط وهذا يحدث عندما تكتمل خدمة الزبون في الموقع 1 قبل أن يفرغ الموقع 2 ,في هذه 
الحالة فإن الزبون سوف لا ينتظر بين الموقعين لان ذلك غير مسموح به . 
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بافتراض الرموز الآتية: 

0: موقع الخدمة فارغ 

1: موقع الخدمة مشغول 
: موقع الخدمة مسدود 
ذ :حالة موقع الخدمة 1 
ز : حالة موقع الخدمة 2 
(۲) ,۴: احتمال كون النظام في الحالة (ز,ذ) في الوقت © . 
فإن حالات النظام تكون كالآقي: 
(i,j)={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(b,1)}‏ 
احتمالات الانتقال خلال الأوقات ؛ و +1 ملخصة بالجدول الآتي: 


)(b,1) 


Mh 
1-Mh 


ED 
Ah (1- Mh) 


(1-Mh)( 1-Mh) 


)1,0)( 
Ah 


1-Mh 
Mh 


)0,1( 


1-Mh- Ah 
Mh - Ah) 


Mh - Ah) 


)0,0)( 
1- Ah 
Mh(1- Ah ) 


ا مربعات الفارغة ف الجدول أعلاه تشير إلى أن الانتقال غير ممكن ولذلك فإن: 
(t) (Mh)‏ ,+ رطم P(t+h)=Py(t)(1-‏ 
P,(t+h) =P, (t)(1- Mh -Ah) + P(t) (Mh ) + P,, (t) (Mh)‏ 


بإعادة ترتيب 


نظرية صفوف الانتظار 


(0,0) 
(0,1) 
)1,0) 
aD 

(Do 


Py(t+h) =P,(t) Ah) +P, (t) (1 - Mh ) +P, (t)( Mh ) 


P (t+h) =P, (t) (Ah) +P, (t) (1-2 Mh) 
P, (t+h) =P, (t) (Mh) +P, (t) )1- Mh) 
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حدود المعادلات في أعلاه وأخذ الغاية عندما 1 تقترب من الصفر نحصل على: 
0= 5 80-2 


Pq EPS (IE م‎ ) Pı, =0 


Br =0‏ 5 7 5 م 


=0 
=0 


E 2 Pi‏ م 
P _P‏ 
bı‏ 11 


نظرية صفوف الانتظار. Rog aS She o‏ ا ا TBO‏ قوع 


وبإضافة الشرط 1 ل و لع PEPE‏ نحصل على: 


P„=2/(3 22+40 +2( 0000 سي‎ )54-7( 
P, =20/(30 +40+2) 0000 سس‎ )55-7( 
P,.=(0° +20 )1(30 +40 +2) ns )56-7( 
P, =P, = 01(3077 +4 +2( 0-00 للست‎ )57-7( 

القيمة المتوقعة لعدد الزبائن في النظام هي: 
+P |) -=-----=-------- )58-7(‏ ب ) 1 + Ls =0P, + 1(P,, +P)‏ 


بتعويض المعادلات من (7- 54 ) إلى (7 - 57 ) في المعادلة (7- 58 ) نحصل على: 
2 2 2 
ت + 2 2+ ا + ا = Ls‏ 
42+ 30 40+2+ 307 40+2+ 30 40+2+ 30 


2 


2 +40 4 
30” +40+2 3p” +40 +2 
5p +40 
3p” +40 +2 


مثال (7 - 18): خط تجميعي في أحد ا معامل الإنتاجية يحتوي على موقعين لتجميع المنتجات,حجم 
المنتج ا مجمع لا يسمح بخزن أكثر من وحدة واحدة في كل موقع, وصول المنتج إلى الخط التجميعي 
يتبع توزيع بواسون معدل 10 وحدات لكل ساعة, وقت تجميع المنتج في أي من الموقعين الأول والثاني 
يتبع التوزيع الأني معدل 5 دقائق لكل منتج, الوحدات الواصلة التي لا تدخل مباشرة إلى الخط 


المطلوب: 

1 . حساب القيمة ال متوقعة لعدد الوحدات الإنتاجية في النظام . 
2 . القيمة ال متوقعة لوقت الخدمة . 

3 . احتمال دخول الوحدة الواصلة إلى الموقع الأول . 
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الحل: 


6.8 


7.414 


قوف الأنتطان: 


7-10 لكل ساعة‎ 
M=60/5=12  ةعاس لكل‎ 
0= (/ 11- 10/12- 3 
5p” +40 
` 3p” +40 +2 
: 5( 0.833)” + 4 (0.833 ( 
3(0.833(” + 4 (0.833 2 


وحدة إنتاجية ‏ 0.917 = 


1.Ls 


2. Ws امآ‎ Ae 


استخراج ا مطلب الثاني يتطلب استخراج المطلب الثالث أولا: 


= 2)0.833( / 7.414 = 7 


احتمال دخول الوحدة الواصلة إلى الموقع الأول =۲ +م3.۴ 


2 
2+م2+4م3 ` 


=2 / 7.414 = 7 


00 


م2 ا 
2 +م4+ 30 
0.44 = 0.2247 + 0.2697 صن P+‏ 
Ws =Ls/ Ae‏ 
+P, )‏ )دع( 
وحدة لكل ساعة 4.944 = ( 0.4944 ) 10 = 


Ws = 0.917 / 4.944 = 0.185 ساعة‎ 


نلاحظ أن الوحدة الإنتاجية ممكن أن تخدم معدل 10 دقائق أو 0.167 ساعة بشرط أن يكون الموقع 
الأول غير مسدود 
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7- 10 -2: أنموذج ذا » من مواقع الخدمة المتسلسلة مع سعة صف غير محدودة 
K - Station Series Model With Infinite Queue Capacity‏ 
بالشكل (4-7): 


Mı M2 Mk 
خروج دخول‎ 
e 
)4-7( الشكل‎ 


الوصول إلى الموقع الأول يتولد من مجتمع غير محدود ويتبع توزيع بواسون معدل ۸ وأن الوحدات 
التي قدمت لها الخدمة تتحرك بصورة متسلسلة من الموقع الأول إلى التالي وهكذا إلى الموقع × , وقت 
الخدمة في كل موقع 1 يتوزع توزيعا أسيا معدل ,K(‏ ----- 1,2 -1) ,24 مع العلم أن صفوف 
الانتظار في أي موقع هي غير محدودة. 

أن كل موقع ممكن ان يعالج بصورة مستقلة وفق الصيغة ( © / © / 62 ) :(1 / 20/21 ) المعرفة 
بالفقرة (1-7-7) أي أن : 


حيث ,د هثل عدد الزبائن في الموقع 1 , نتائج الحالة المستقرة ممكن أن تطبق فقط عندما: 
=AIM, < 1‏ رم 


أما إذا أحتوى الموقع 1 على ,© من القنوات المتوازية وأن معدل الخدمة ,31 يتبع التوزيع الأسي وكما 
هو مبين بالشكل (7- 5): 
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خروج 


الشكل (5-7) 


ففي هذه الحالة فإن أي موقع ممكن أن يعامل بصورة مستقلة وفق ما هو موضح بالفقرة 
( 7 - 8 ) , نتائج الحالة المستقرة ممكن أن تطبق فقط عندما 26 © > ۸ لكل د 1,2 = 1 
,k‏ 


مثال (7 - 19): خط أنتاجي يحتوي على خمسة مواقع إنتاجية متسلسلة , الوحدات الإنتاجية تصل 
إلى الموقع الأول موجب توزيع بواسون وبمعدل 20 وحدة في الساعة, عملية اكتمال الخدمة لكل وحدة 
تتم من خلال مرورها بالمواقع الخمسة على التوالي, وقت الإنتاج في كل موقع يتوزع توزيعا أسيا 
بمعدل دقيقتين لكل وحدة, نسبة الوحدات المنتجة الجيدة في كل موقع هي 0.9 من الوحدات 
الداخلة , المطلوب حساب: 

1 . احتمال كون أي موقع من المواقع الخمسة مشغول 

2 . احتمال وجود 3 وحدات في الموقع الخامس 

3 . معدل عدد الوحدات في كل موقع من المواقع الخمسة 


الحل: 
وحدة / ساعة 30 -60/2 = M,=M‏ 
0= 
A= 0.9 = 0.9 )20(- 8‏ 
A, = 0.9 = 0.9 )18( = 2‏ 
8 = ( 16.2) 0.9 =4 0.9 =4 
A= 0.9 4= 0.9 )14.58 ( = 2‏ 
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A, M = 20 / 30 = 7‏ = بم 
M =18/30=06‏ اي( = وم 
y1 M = 16.2 / 30 = 0.54‏ = وم 
M = 14.58 / 30 = 0.46‏ / ب( = يم 
M = 13.12 / 30 = 0.437‏ اي( =0 
ْو )0/5 - 1( = P,‏ 
7 = ( 0.437 ) ( 0.437 -1) = 
Ls = 2‏ 
11-7 
L, = 20/10 - 2‏ 
L, = 18/12 = 5‏ 
7 = 16.2/13.8 = برآ 
L, = 14.58/15.42 = 0.95‏ 


L, = 13.12/16.88 = 0.78 


2: 


3. 


Queuing Theory‏ لاوس و اع لسر عا ادال را اوور ور و سر E‏ شا لح و راد دا ا و العو نظرية صفوف الانتظار 


مسائل 
Problems‏ 


( 7 - 1 ) : صالون حلاقة يحتوي على حلاق واحد , الحلاق يستطيع تقديم الخدمة ل 4 زبائن في الساعة الواحدة بينما الزبائن 
يصلون إلى صالون الحلاقة معدل 3 زبائن في الساعة علما أن معدل وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون ومعدل 
الخدمة يتبع التوزيع الأسي, أوجد الآني: 
1 . معدل عدد الزبائن في النظام . 
2. طول الصف . 
3. معدل وقت انتظار الزبون في النظام . 
4 . معدل وقت انتظار الزبون قبل أن يحصل على الخدمة . 
(7 - 2) : أوجد الحل للسؤال ( 7 -1 ) على افتراض أن الحلاق يستطيع تقديم الخدمة ل 5 زبائن في الساعة . 
( 7 - 3 ) : شركة لتجهيز المشروبات الغازية تجهز زبائنها عن طريق منفذ واحد , الشركة قادرة على تجهيز 16 زبون في اليوم 
الواحد بينما عدد الزبائن الذين يصلون الشركة هو 14 زبون في اليوم , عدد ساعات العمل اليومية هي 6 
ساعات وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون بينما وقت خدمة الزبائن يتبع التوزيع الأسي , أوجد الآني: 
1 . احتمال انتظار الزبون عند وصوله إلى الشركة . 
2. معدل عدد الزبائن في النظام . 
3. معدل عدد الزبائن في الصف . 
(7 - 4 ) : أوجد وقت العطل المتوقع اليومي للشركة في المسألة (7 - 3 ) في حالة كون وقت خدمة الزبون الواحد هو 20 
( 7 - 5 ) : وصول ركاب إلى موقف خاص لتأجير سيارات الأجرة يتبع توزيع بواسون معدل 3 ركاب لكل ساعة بينما وقت 
الخدمة يتبع التوزيع الأسي معدل 5 ركاب لكل ساعة: 
1 . ماهو احتمال انتظار الراكب عند وصوله إلى الموقف . 
2 . معدل طول الصف . 
3. ما هو احتمال بأن الراكب سوف ينتظر أكثر من 5 دقائق قبل تقديم الخدمة له . 
4 . ماهو احتمال بأن الراكب سوف ينتظر أكثر من 15 دقيقة قبل أكتمال الخدمة المقدمة له. 
(7 -6): للمسألة (7 - 5 ) أوجد الآت: 
1 . القيمة المتوقعة لعدد الركاب في النظام . 
2 . القيمة المتوقعة لوقت انتظارالراكب في النظام . 
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(7 - 7) : يتم تجميع منتوج في معمل أنتاجي عن طريق ماكنة أوتوماتيكية , هذه الماكنة تحتاج إلى 20 دقيقة لتجميع وحدة 
أنتاجية واحدة , وصول الوحدات الإنتاجية إلى الماكنة يتبع توزيع بواسون معدل وحدتين في الساعة , أوجد الآق: 
1 . معدل عدد الوحدات في النظام . 
2. معدل عدد الوحدات في الصف . 
3 . معدل وقت انتظار الوحدة الإنتاجية في النظام . 
4 . معدل وقت انتظار الوحدة الإنتاجية في الصف . 
(8-7): أوجد الحل للمسألة ( 7 - 7) في حال كون الماكنة تحتاج إلى 10 دقائق لتجميع المنتوج وأن معدل وصول 
الوحدات إلى الماكنة هو 5 وحدات لكل ساعة علما أن وصول الوحدات يتبع توزيع بواسون . 
(7 - 9 ) : للمسألة ( 7 - 1 ) إذا كان صالون الحلاقة يتسع لثلاثة أشخاص فقط إضافة إلى الشخص الذي تقدم له الخدمة بحيث 
أن أي زبون يصل يضطر إلى البحث عن صالون حلاقة آخر , أوجد الآقٍ: 
1 . عدد الزبائن التى سوف يخسرها صالون الحلاقة يوميا على افتراض ساعات العمل اليومية هى 10 ساعات . 
2 . معدل وقت انتظار الزبون في النظام . ١‏ 
( 7 - 10 ) : عيادة طبيب تحتوي على 8 مقاعد لانتظار ال مرضى بالإضافة إلى المريض الذي تتم معالجته , وصول ال مرضى إلى 
العيادة يتبع توزيع بواسون معدل 12 مريض في الساعة , وقت معالجة المريض يتبع التوزيع الأسي معدل مريض 
لكل 4 دقائق , وقت عمل العيادة هو 6 ساعات يومية مع العلم أن المريض الذي يصل إلى العيادة وليس له 
مكان للانتظار يذهب إلى العيادة المجاورة , أوجد الآق: 
1 . معدل عدد الزبائن في النظام . 
2. معدل وقت انتظار الزبون في النظام 5 
3. عدد المرضى الذين تخسرهم العيادة يوميا . 
( 7 - 11 ) : شركة للنقل الخاص تمتلك 10 سيارات للنقل , الشركة متعاقد مع مصلح لإدامة هذه السيارات , معدل الوقت بين 
متطلبات الخدمة هو سيارة لكل 10 أيام ويتبع توزيع بواسون , معدل وقت التصليح هو سيارة لكل يوم واحد 
ويتبع التوزيع الأسي , كلفة وقت عطل السيارة هي 15 ألف دينار لكل يوم بينما كلفة المصلح هي 10 ألف دينار 
لكل يوم أوجد الآي: 
. احتمال كون النظام فارغ . 
. معدل عدد السيارات العاملة . 
. معدل كلفة الوقت الضائع لكل شهر . 
. أيهما أفضل اقتصاديا استخدام مصلح آخر بحيث أن كل مصلح يديم 5 سيارات أم البقاء على مصلح واحد فقط . 


بم زرحم يي احبر 
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(7 - 12 ) : أوجد الحل للمسألة ( 7 - 1 ) على افتراض وجود حلاقين أثنين في الصالون. 
( 7 -13 ) : شركة لتجهيز ال مواد الكيمياوية , زبائن الشركة يصلون على شكل أربعة مجاميع بحيث المجموعة الأولى تملك أسبقية 
على بقية المجاميع والثانية ذات أسبقية على الثالثة والرابعة والثالثة ذات أسبقية على الرابعة , الشركة لاتجهز 
أي زبون قبل أن تكتمل عملية تجهيز الزبون الذي يسبقه , وصول الزبائن يتبع توزيع بواسون معدل ,6,3,4 
5 لكل يوم للمجاميع الأربعة على التوالي , معدل الخدمة للمجاميع الأربعة ثابت وهو 10 , 8 , 7 , 8 على 
التوالي , المطلوب أيجاد: 
1 . معدل وقت انتظار أي زبون في الصف بغض النظر عن أسبقيته . 
2 . معدل عدد الزبائن ال منتظرون في كل صف . 
3 . معدل عدد الزبائن المنتظرة في النظام للمجموعة الثالثة والرابعة . 
( 7 - 14 ) : أوجد الحل للمسألة ( 7 - 13 ) على أفتراض أن الشركة تحتوي على منفذين للتجهيز , خدمة الزبائن في أي من 
المنفذين يتبع توزيع بواسون معدل 10 زبائن لكل يوم . : 
( 7 - 15 ) : شركة لتجميع السيارات تملك موقعين لتجميع السيارات , كل موقع لا يسمح بخزن أكثر من سيارة واحدة , وصول 
مكونات السيارات إلى الشركة يتبع توزيع بواسون بمعدل 6 لكل يوم , وقت تجمع السيارة في أي من الموقعين 
يتبع التوزيع الأسي معدل ساعة واحدة لكل سيارة , مكونات السيارات الواصلة التي لاتدخل مباشرة إلى الشركة 
تحول إلى مكان آخر , أوجد الآتي إذا علمت أن عدد ساعات العمل اليومية هي 8 ساعة: 
1 . معدل عدد السيارات في النظام . 1 
2 . احتمال دخول مكونات السيارة الواصلة إلى الموقع الأول . 
3. معدل وقت الخدمة . 
( 7 - 16 ) : شركة لتصنيع منتجات الألبان تملك خط أنتاجي يتكون من أربعة مواقع متسلسلة , الوحدات الإنتاجية تصل إلى 
الموقع الأول موجب توزيع بواسون معدل 15 وحدة في الساعة , تصنيع المنتوج يتم من خلال مروره بالمواقع 
الأربعة على التوالي , وقت الإنتاج في كل موقع يتبع التوزيع الأسي معدل 3 دقائق لكل منتوج , المطلوب أيجاد: 
1 . احتمال كون أي موقع من المواقع الأربعة مشغول . 
2. احتمال وجود 4 وحدات في الموقع الثاني 1 
3. معدل عدد الوحدات في الموقع الرابع . 
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